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Dynamique des applications d’allure polynomiale 

Tien-Cuong Dinh et Nessim Sibony 


Abstract 

We study the dynamics of polynomial-like mappings in several variables. A 
special case of our results is the following theorem. 

Let f : U —> V be a proper holomorphic map from an open set U GG V onto 
a Stein manifold V. Assume f is of topological degree dt > 2. Then there is a 
probability measure fi supported on JC := nrt>o/~"(^) satisfying the following 
properties. 

1. The measure fi is invariant, K-mixing, of maximal entropy logd^. 

2. If J is the Jacobian of f with respect to a volume form D, then f log Jd/i > 
log dt- 

3. For every probability measure v on V with no mass on pluripolar sets 

dnn*^ - T- 

4. If the p.s.h. functions on V are p,-integrahles (p, is PLB) then 

(a) The Lyapounov exponents for p are strictly positive. 

(b) p is exponentially mixing. 

(c) There is a proper analytic subset £ of V such that for z ^ £, p^ := 

dnrrs.-p. 

(d) The measure p is a limit of Dirac masses on the repelling periodic 
points. 

The condition p is PLB is stable under small pertubation of f. This gives large 
families where it is satisfied. 

Mots cles: application d’allure polynomiale, mesure d’equilibre, K-melange, vitesse 
de melange, exposant de Lyapounov. 

Classification mathematique: 37F, 32H50, 32Q, 32U. 

1 Introduction 

Depuis une vingtaine d’annees, I’etude de la dynamique des applications holomor- 
phes a connu une grande activite. Pour la theorie des applications rationnelles dans 
P^, I’utilisation du theoreme de Riemann mesurable, des theoremes de distorsion et 
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la technique des modules d’anneaux sont les outils fondamentaux qui ont permis 
la demonstration des theoremes de non errance de Sullivan et des progres dans les 
problemes de renormalisation. Pour les aspects les plus elementaires, on pourra 
consulter les ouvrages de Carleson-Gamelin [Hi et Milnor [^ ]. 

Les outils de la theorie de Fatou-Julia a une variable complexe, particulierement 
le theoreme de Montel, n’admettent pas une extension immediate pour traiter les 
problemes analogues en plusieurs variables. L’utilisation de la theorie des courants 
positifs fermes et de la theorie du potentiel s’est revelee utile dans nombre de 
questions concernant les automorphismes de C^, les endomorphismes de ou 
plus generalement la dynamique des applications meromorphes. Les trois arti¬ 
cles Bedford-Smillie Fommssfl^ et [^] contiennent un panorama des questions 
traitees ainsi qu’une importante bibliographie. On trouve dans |^] I’etude dy¬ 
namique d’exemples non triviaux de P^. 

Dans le present article, on etudie le probleme suivant. Soit V une variete com¬ 
plexe de dimension k. Pour simplifier, supposons que V est de Stein. On considere 
une application holomorphe definie dans un ouvert U CC V et telle que / : U —> V 
soit un revetement (ramifie ou non) au dessus de V. On note dt le degre topologique 
de /. II s’agit d’etudier la dynamique de / a I’aide de mesures ou de courants 
invariants associes a /. 

Cette situation (applications d’allure polynomiale) est stable par pertubation 
et est tres riche en exemples. En dimension 1, elle a fait I’objet d’un travail de 
Douady et Hubbard L’outil essentiel en dimension 1 est le theoreme de Riemann 
mesurable qui permet d’en ramener I’etude a celle des polynomes a une variable. II 
est improbable qu’en dimension strictement superieure a un, les applications que 
nous etudions soient conjuguees a des applications polynomiales comme c’est le cas 
a une variable. 

Notre but est de construire une mesure de probabilite invariante maximisant 
I’entropie et dont les exposants de Lyapounov soient strictement positifs, ensuite 
d’etudier les proprietes de cette mesure. En somme il s’agit de construire une 
mesure hyperbolique. Pour les automorphismes de H&on dans C^, ce programme 
a ete realise par Bedford, Lyubich, Smillie |Q, ^ pour une mesure introduite par le 
second auteur du pr&ent article. On salt que la construction d’un tel objet est une 
question centrale en dynamique. Elle est difficile dans le cadre reel (voir les travaux 
de Benedicks-Carleson-Young i §)■ Le cadre holomorphe facilite grandement les 
choses et fournit de vastes classes d’exemples. 

Pour plus de clarte quant aux techniques et afin de mettre en evidence les 
proprietes du cas holomorphe, nous introduisons les mesures d’equilibre qui nous 
interessent dans le cadre riemannien. 

Soit V une variete riemannienne munie d’une forme volume H. Soit / une ap¬ 
plication reelle de classe definissant un revetement ramifie de degre dt > 2 au 
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voisinage d’un compact X de V. On suppose que X est de mesure positive et que 
f~^{X) C X. On se propose d’introduire une “mesure d’equilibre” sur X. 

Plus precisement, soit J le jacobien reel de / defini par f*Q. = JO,; on suppose 
J non negatif, c.-a-d. que / preserve I’orientation en dehors de I’ensemble critique. 
Notons la restriction normalisee de la forme de volume 17 a X. Lorsque / 
definit un revetement ramifie de f~^{X) au dessus de X, toute mesure cr, valeur 
d’adherence de la suite 


UN := 


1 ^ {rY^\x 

N ^ d? 

n=l '' 


est invariante et vCTifie f*a = dfcr. De plus, la mesure a ne charge pas I’ensemble 
critique C de /, on a meme Jlog Jdu > log dt- On en dMuit que la mesure a est 
d’entropie au moins logdj. 

Notons fj, une mesure de probabilite obtenue par la construction ci-dessus. On se 
pose le probleme des propriety dynamiques de /r: est-elle 1’unique mesure d’entropie 
maximale, quels sont ses exposants de Lyapounov, les points periodiques sont-ils 
equidistribues par rapport a fi? Dans le cadre reel, il est facile de construire des 
centres exemples en prenant des produits de varietes. Dans le cadre complexe, la 
situation est totalement differente. 

Lorsque V = P*’ et / est un endomorphisme holomorphe de degre dt > 1, 
Briend-Duval 1^, |^], ont recemment montre que les mesures equidistribuees 
aux preimages de z 

E 

* f^{w)=z 


convergent vers une mesure /r pour tout z n’appartenant pas a un ensemble analy- 
tique £. Ils ont egalement montre que la mesure est I’unique mesure d’entropie 
maximale log dt, que les exposants de Lyapounov sont strictement positifs et que 
les points periodiques repulsifs sont equidistribues par rapport a /r. AntCTieurement 
[]A|, Fornmss et le second auteur avaient montre que la mesure ^ est melangeante 
dans P^ et que I’ensemble exceptionnel S est pluripolaire. Le cas de dimension 1 
avait deja ete r&olu par Lyubich et Freire-Lopes-Mahe 1^. Les techniques 
utilisfe sont d’ailleurs assez proches. 

Ce sont ces resultats qui ont servi de point de depart a notre etude. Observons 
cependant que le cadre des applications d’allure polynomial est moins rigide que 
celui des endomorphismes holomorphes de P^. II le contient d’ailleurs car il suffit de 
considerer le releve d’un endomorphisme de P^ a qui est alors une application 
d’allure polynomiale pour U, V convenables. 

Le paragraphe 3 est consacre aux applications d’allure polynomiale. Soit / : 
U —> V un revetement ramifie holomorphe de degre dt > 1, U GG V. On definit 
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JC := C\n>o montre qu’il existe une mesure de probabilite /i portee par 

die d’entropie logd^, ii'-melangeante done en particulier melangeante de tout ordre. 
En particulier, si B est un borelien tel que > 0 alors lim„_>oo = 1- La 

demonstration est basee sur des proprietes de convergence des fonctions plurisoushar- 
moniques. 

Suivant I’idee de Gromov-Yomdin [ 
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I {voir egalement @]), nous con- 
siderons dans le cas non compact, les degres dynamiques de I’application / qui 
decrivent la croissance des volumes des sous-varietes par iteration. Pour 1 < I < k, 
on pose pour une forme de Kahler uj sur V 


di := limsup ( I A J 


l/n 


Au paragraphe 3.3, nous estimons les degr& dynamiques de I’application /. On 
montre que di < dt pour tout 1 < I < k et que / est d’entropie logdf. Done la 
mesure /r maximise I’entropie. 

Soit X un sous-ensemble analytique de V. Le paragraphe 3.4 donne une car- 
acterisation du plus grand sous ensemble analytique Sx de X qui est totalement 
invariant, i.e. f~^{Sx) = £x O U. Un point z est dans Sx si et seulement si la 
“proportion” d’orbites de points de f~^{z) restant dans X est strictement positive. 
Ce resultat est vrai pour toute variete complexe V. 

De meme que la croissance du volume des iteres de sous-varietes est tres liee a 
I’entropie, la croissance du volume des itCTes de I’ensemble critique C de / est liee a 
I’etude fine de la mesure /i. Pour decrire cette croissance, considerons 6n le volume 
normalise des images /”'(C H U-n)- Plus precisement, 


6n ■■= / - XU - et (5 := limsup 

Jcnf-’^{U) n->oo 

On a alors I’analogue du theoreme de Briend-Duval pour I’espace projectif. Si la 
serie 'Yl^n converge (en particulier si <5 < 1), alors pour tout z hors d’un ensemble 
analytique £, la suite /i^ converge vers /r. Les exposants de Lyapounov sont non 
negatifs et minorfe par ^\og{dt/dk-i)■ La mesure ^ est limite de masses de Dirac 
en des points pCTiodiques repulsifs. 

Afin d’etudier la croissance des 5^ nous sommes amenes a introduire une pro- 
priete analytique des mesures de probabilite. Nous dirons que v est PLB si toutes 
les fonctions p.s.h. sont i^-integrables. En une variable, cela equivaut a dire que v 
est a Potentiel Localement Borne. Lorsque la mesure d’equilibre /r de / est PLB, on 
a un controle de 5n et les exposants de Lyapounov sont strictement positifs. De plus, 
la mesure est melangeante d’ordre exponentiel. Nous donnons une estimation de 
I’ordre de melange qui est nouvelle meme dans le cas des applications holomorphes 
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de P^. Nous montrons que lorsqu’une application a une mesure associee // qui est 
PLB, il en est de meme pour les applications a allure polynomiale voisines. Cela 
permet de construire de vastes classes d’exemples satisfaisant nos hypotheses. 

Get article reprend une version precedente de juin 2001 et une partie d’une 
prepublication d’Orsay de mars 2002. Dans un prochain travail, nous donnerons 
une construction de la mesure d’equilibre comme produit generalise de courants 
positifs fermes pour les applications polynomiales de et pour les endomorphismes 
d’une variete complexe compacte. Les idees de construction de la mesure d’equilibre 
peuvent etre etendues au cadre de I’iteration aleatoire. 

C’est un plaisir de remercier A. Ancona qui a repondu a plusieurs questions de 
theorie du potentiel. 

2 Applications reelles 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques proprietes abstraites sur le melange pour 
les mesures invariantes associees a des revetements ramifies. Dans le cas riemannien, 
les mesures d’equilibre que nous construisons, ne chargent pas I’ensemble critique. 
Une version quantitative de cette propriete permet de montrer qu’un exposant de 
Lyapounov au moins est strictement positif. 

2.1 Revetements ramifies 

Soient X et Y deux espaces metriques localement compacts. Soit / : Y —> X une 
application continue. Pour toute function continue ip sur X, on pent definir une 
function continue f*ip := ip o f sur Y. Par dualite, pour toute mesure a support 
compact dans Y, on pent definir une mesure support compact dans X par la 

relation 

/ ip(l{f^fV) := / f*ipdiy pour toute ip continue sur X. 

Jx Jy 

Get operateur est continu sur I’ensemble des mesures positives a support compact 
dans Y. 

En general, on ne pent pas definir I’operateur f* sur I’ensemble des mesures. 
Nous allons donner un cadre ou cet operateur est bien defini. 

Definition 2.1.1 Nous dirons que {Y,f,X) est un espace etale ramifie au dessus 
de X s’il existe une function n : Y —> N"*" verifiant les proprietes suivantes: 

1. Pour tout X € X, I’ensemble f~^{x) est discret. 

2. n{y) = 1 dans un ouvert dense de Y. 
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3. Pour tout yQ ei Yq un voisinage suffisamment petit de yo, on a 

n{y) = n{yo) 

ySiYo, f(y)=x 

lorsque x ^ X est suffisamment proche de /(yo)- 

On dira que n(y) est la multiplicite de / en y. 

Pour toute function ip a support compact dans Y, on definit sur X la function 
/*(/? par la formule 

fMx) ■■= n{y)(p{y). 

f(y)=x 

Nous laissons au lecteur la preuve de la proposition suivante qui donne les premieres 
proprietes de cette notion. 

Proposition 2.1.2 Soil f : Y —> X une application continue definissant un espace 
etale comme precedemment. Alors 

1. L’application f est ouverte. La fonction n est semi-continue superieurement. 

2. La fonction n est I’unique fonction verifiant les conditions donnees dans la 
definition 2.1.1. 

3. La condition 3 de la definition 2.1.1 equivaut a la condition suivante: pour 
toute if continue, d support compact dans Y, f^ip est continue. 

La propriete 3 de la proposition 2.1.2 permet de definir pour toute mesure v a 
support dans X, une mesure f*v de Y par la relation 

J = j f^ipdu 

oil (/? G Cc{X). L’operateur f* est continu sur les mesures. 

Definition 2.1.3 Soit (Y,f,X) un espace etale ramifie. On dira que / dffinit un 
revetement ramifie de degre dt si pour tout x G X on a 

n{y) = dt 

f{y)=x 

Observons que si / definit un revetement ramifie de degre dt , pour toute fonction 
ip a support dans Y (compact ou non), la fonction f^ip est bien definie. De plus, si 
u est une mesure positive de masse m sur X, la mesure f*u est de masse dtm. On 
a aussi f*{f*)n = dtn. 
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2.2 K-melange pour les revetements ramifies 


Soit / : Y —> X une application continue definissant un revetement ramifie de degre 
dt- ConsidCTons le cas ou Y est un ouvert relativement compact de X. L’operateur 
d^^f* est continu sur le convexe des mesures de probabilite a support dans Y. Le 
theoreme du point fixe entraine I’existence d’une mesure de probabilite /U a support 
compact dans X verifiant 

/> = dtfi. 


On a 

/*M = /* ^ 

La mesure // est done invariante par /*. 

Pour toute function cp continue sur X, on definit la function Aep continue sur X 
par la relation 

AV9(a;) ;= = J n{y)ip{y). 

* ^ f{y)=x 

L’operateur A est parfois appele operateur de Perron-Frobenius |^. II se pro- 
longe par continuite en un opCTateur de L^(^) dans lui-meme. D’apres I’inegalite 
de Cauchy-Schwarz, on a Par consequent, ||A|| = 1. L’operateur 

adjoint de A est defini par ( L\.)((/?) = cp o f. On a bien sur AAV = id. Mais A n’est 
pas injectif en general. Pour tout n > 1, posons 


K := {^eL\y)\ A> = 0}. 


On verifie que la suite Vn est croissante et que 

V^^ = {e\9 = ^Pnor, ^|Jr.GL\y)}. 

Notons Hq I’adherence de Un>i Soit Hq son orthogonal. II est clair que 

Hq = {0| pour tout n > 1 il existe ipn G verifiant 0 = V’n o /”}• 

L’operateur A est injectif sur Hq. II en resulte que la restriction de A sur est 
un operateur unitaire. Autrement dit, pour ip G Hq 


{Aip) o f = ip. 


Notons A la famille des boreliens A verifiant 


/ "'(/"(A)) = A pour tout n > 1. 

On vCTifie que A est une tribu, en effet, Hq est engendre par les functions indicatrices 
1a avec A G A. Rappelons les notions de K-mAange et de r-melange []^|. 
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Definition 2.2.1 Soit v une mesure de probabilite invariante pour /. On dira que 
V est K-melangeante si 

sup 

II¥>IIl2(.)<i 

quand n ^ oo et que u est r-melangeante ou melangeant d’ordre r si 
lim [ iJoMD ■.. -^f\( [ 

ni ^oo / \ / 

i=0 

oil (f, 'll) sont dans L^(i^) et les V’i sont dans L“(z/). 

Dans le cadre de la dynamique des revetements ramifies, on a la proposition suivante 
adaptee a nos besoins. 

Proposition 2.2.2 Soierit X un espace metrique localement compact, Y un ouvert 
relativement compact de X. Soit {Y,f,X) un revetement ramifie de degre dt>2. 
Si fj, est une mesure de probabilite a support compact dans X verifiant f*pi = dtn, 
alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. = C. 

2. Pour toute ip G L^(|u), A^ip —> c^p := f pdfi dans L^(/u). 

3. Si A est un borelien verifiant /“"'(/"'(vl)) = A pour tout n> 1, alors p{A) = 0 
ou 1. 

4- Si B est un borelien verifiant p{B) > 0 alors lim„^oo = 1- 

5. La suite d’operateurs (A"") de L^(/r) dans L^(|u) est convergente au sens fort 
et la mesure p est K-melangeante. 

6. La suite d’operateurs (A"") de L^(/u) dans L^(|u) est convergente au sens fort 
et la mesure jj, est r-melangeante pour tout r > 1. 

7. La suite d’operateurs (A"") de L^(/u) dans L^(|u) est convergente au sens fort 
et la mesure p est ergodique. 

Preuve — 2. Si ipo G Hq on a A^i^o —> 0 car ||A|| = 1. Sur Hq, on a A”! = 1. 

II suffit done de decomposer ip = ipQ + c, ipQ ^ Hq, c G C. 

2.^ 3. Si A = f-^{P{A)), posons An := /”(A). On a U = o P et 
A^Ia = 1a„- La suite convergeant dans L^(^) vers une constante, la limite ne 
pent etre que 0 ou 1. D’oii p{A) = p{An) = 0 ou 1. 


piDfidn - / pdi) 


fidu 



3. ^^ 4. Soit B tel que /i(-B) > 0. Posons Bn := / "'(/"'(i?)), on a Bn+i D Bn- 
Si B := U„>o Sn on a f-^{r{B)) = B. Done 

Kr{B)) = fiif-^iriB)) = fi{Bn) fi{B) > 0. 

D’apres 3., on a fi{B) = 1. 

4. ^^ 3. Puisque /“"'(/"'(yl)) = yl et on a 

= (M) Ia) = (^, l/-"(/’^(A))) = (M) i-/’"(A) o /”) 

= (M, 1 /"(A)) = ^(/”(^))- 

Si ;u(yl) > 0, d’apres 4., fi{f^{A)) tend vers 1 quand n ^ oo. Par consequent, on a 
^(yl) = 0 ou 1. 

3.^^ 1. Puisque est engendre par les fonctions 1a avec ^ G il est clair 
que Hq = C. 

1. et 2. 5. Fixons (p G L^(iu) et e > 0. II existe no > 0, G V^q et 

c G Hq = C tels que \\p — (p — c||l 2 (^) < e. Pour tout n > no on a 

\\K^p - c||l2(^) = ||A’"((^ -(p- c)||l 2(^) < e 

car AA(p = 0 et ||A|| = 1. D’ou la convergence de la suite (A"'). 

Pour le K-melange, il suffit de remarquer que la propriete 2 implique 


1 pirwp- ( 


J i’df?! 

= 

J (^(A”V’ - c^)d^ 




< 

I|¥^IIl2(;.)||A”V'-C^|| 


5.^^ 6. On montre le r-melange par recurrence sur r. Le 1-melange est une 
consequence du K-melange. Pour r > 1, on a 

Par hypothese de recurrence, le dernier terme tend vers 

cv-o • • • cv-, = n { / ) • 

i=o ^ 

On a aussi que 

I (V’o - c^o)Mn) ■ • • 

= J (A’^^V’o - c^o)^i • • • 

< WA^^i^O - Cv.oIIl2(m)IIV’i||l“(/.) • • • IIV'rllL-M- 
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Le dernier terme tend vers 0 et on obtient le resultat. 

6. ^^ 7. est clair. 

7. ^^ 3. Soit A G A. Posons An := /"'(vl). II existe une fonction 9 G Hq 

telle que = 1 a„ —> & avec A6 = 6. Puisque A est inversible dans on a 

0 o f = 0. L’ergodicite de implique que 9 est constante. Cette constante ne peut 
etre que 0 ou 1. On a 

1a) = (m, A”1a) = {fi, 1a„) —> 6*) = 0 ou 1. 


□ 

Notons AA I’ensemble des mesures de probabilite v a support compact dans 
X telles que pour tout n > 1 il existe une mesure t'n a support compact dans 
X satisfaisant la relation i/ = C’est un convexe compact. Notons 

egalement Ad C Ad le convexe compact des mesures de probabilite v a support 
compact dans X verifiant f*v = dtv. Si u' est une mesure de probabilite a support 
compact dans X et si est une valeur adherente a la suite d'i~^(f^)*A alors i' 
appartient a Ad. 

Corollaire 2.2.3 Soient f et fi verifiant les proprietes de la proposition 2.2.2. Alors 
pour toute mesure u G AA, il existe une constante 0 < c < 1 et une mesure A 
singuliere par rapport a fi telles que v = cp, + A. En particulier, p est extremale 
dans Ad. 


Preuve — Si n = d~j~'^Vn, on peut ecrire v = cp + A et Vn = CnP + ou A, 
sont singulieres par rapport a /z et ou c, Cn sont des functions positives dans L^(^). 
On a 


irrA 

df 


Cn{f'^)p + 


irTK 

d? 


Puisque f*p = dtp, la mesure dfi^{f^)*i'n ^st singuliere par rapport a p et Cn{f'^) G 
L^{p). On en deduit que c = Cn o /"-. D’apres la proposition 2.2.2, la fonction 
min{c, a} de Hq est constante pour tout a > 0. Par suite, c est constante. Les 
mesures p et u etant de masse 1, ona0<c<l. 

□ 


Nous verrons que I’hypothese faite dans la proposition 2.2.2 est toujours verifiee 
pour les applications holomorphes d’allure polynomiale. Donnons cependant un 
exemple dans le cadre riemannien. 

Soient U CC V deux ouverts simplement connexes d’une variete riemannienne 
M. On suppose que V est connexe et que U contient dt > 2 composantes connexes. 
Soit / ; U —> V une application de classe definissant des bijections entre chaque 
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composante de U et V. On suppose que K, := r\n>o qu’un nombre 

au plus d&ombrable de composantes connexes non reduites a un point. Ceci est 
vrai en particulier si V est de dimension 1. Montrons que la mesure fi, obtenue 
comme point fixe de I’operateur est K-melangeante et pour tout x G Id on a 

:= ^ fi ce qui montre en particulier I’unicite de fi. 

Soient (/j”"") les branches inverses de /”■ avec 1 < i < d”. Posons := f~^(y). 
Pour tout i, il existe j tel que dZ” CC R^~^. Soit B la cr-algebre engendree par les 
i?”. D’apres un theoreme de Blackwell ||^, p. 62], I’algebre B contient toute algebre 
B' dont les atonies {c.-d-d. les boreliens minimaux) sont reunion d’atomes de B. II 
nous faut done determiner les atomes de B. Chaque etant connexe et tout atome 
etant intersection decroissante de R^, les atomes sont connexes. 

Soit V := lim/r^.. II est clair que ^{(p) = 0 si AP'p = 0 pour un n > 1. On 
considere pour i ^ j la, function p definie par p ■.= 1 sur Kj, p := —1 sur i?" et </? = 0 
ailleurs. On a que I'iRf) = i^{Rj) et p{Rf) = p{Rj)- Done I'iRf) = d~[^ = p{Rf)- 
On en deduit que et p s’annulent sur les atomes de B. De plus, p et coincident 
sur B. Si les atomes de B sont triviaux sauf pour un nombre d&ombrable au plus, 
il en resulte que p = v. L’hypothese sur /C assure precisement que I’ensemble des 
atomes non reduits a un point est au plus denombrable. 

Pour montrer que p est K-melangeante, il suffit d’observer que pour toute fonc- 
tion continue p, on a Ad^p dans L^(/i). En effet, A^p ponctuellement; 

on pent appliquer le theoreme de convergence dominee. 

2.3 Mesure d’equilibre 

Nous allons maintenant construire une mesure d’equilibre dans le cadre riemannien. 
Soit V une variete riemannienne munie d’une forme volume D. Soit / une application 
de classe d’un ouvert 17 de V dans V. On notera C I’ensemble critique de /. On 
suppose que #/“^(x) = dt > 1 pour tout x € V \ /(C). Soit X un compact de U 
de mesure positive tel que Y := f~^{X) C X. Posons 

__ 1 ^ 

dy 

n=l '■ 

ou on a note D|x la restriction de D a X. On pent supposer f D|x = 1. La forme D 
etant de degre maximal, il existe une function continue J verifiant f*Q = Jfl. C’est 
le jacobien de /. On suppose J > 0 sur X, c.-d-d. que / preserve I’orientation sur 
X\C. 

Observons que definit une mesure bien que I’operateur {f^)* ne 

soit pas a priori defini sur I’ensemble des mesures. En general, si v est une mesure 
de K \ /(C) on pent definir la mesure f*^ sur U \ /~^(/(C)). Cet operateur est 
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continu. D’apres le theoreme de Sard, I’ensemble des valeurs critiques de /" est de 
mesure nulle. On en deduit que est une mesure de probabilite. 

Rappelons ici la notion d’entropie d’une mesure invariante cr de /. Designons 
par d la distance sur V. On pose 

dl{x,y) ■= max d(/*(x),/*(y)). 


Notons Bn{x, r) la boule de centre x et de rayon r pour la distance dn. D’apres Brin- 
Katok 1^, la mesure a etant invariante, pour cr-presque tout x la limite suivante 
existe 


K{f,x) 


lim lim sup 

^"*■0 n—>oo 


-loga{Bl{x,6)) 

n 


et definit une fonction invariante par / telle que 


J K{f,x)da = 


Kif). 


C’est I’entropie de a pour /. 

Dans 1^^, Mane montre que pour les fractions rationnelles de la fonction 
log J est integrable pour les mesures d’entropie positive. C’est ce resultat que nous 
a inspire. 

Theoreme 2.3.1 Avec les notations ci-dessus, soit a une valeur d’adherenee de la 
suite (ittv). Alors 

1. a est une mesure invariante: = a. 

2. f log Jda > log dt . 

3. f*a = dtcr sur V\f~^{f{C)). On a f*a = dta lorsque f definit un revetement 
ramifie de f~^{X) au dessus de X. 

4- L’entropie ho- de la mesure a est superieure ou egale a log dt- 


Preuve — 1. Observons que 


f*(TN — O’AT 



d? J 


et que ces mesures tendent vers 0 quand N oo. L’operateur /* etant continu, on 

a = IT. 
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2. Soit M > 0 tel que J < M sur X. Fixons m > 0, 5 > 0 et posons 


M 


9m{x) := min I log , m + log M = min I log ,m 


J{x 


M 


J{x) 


oil m' := m + logM. C’est une famille de fonctions continues, positives, bornees sur 
X qui tend vers log M/J(x) quand m tend vers I’infini. Posons 


:=- ^ - et sn{x) ■= 9m[r(x)). 

* q=0 


9n : = 


On a 


AT-l 


= N 2^ J 9m{x)- 


q=0 

N-1 


,N-q 


^ ^ 9mix)dHN-q = j 9mdaN- 


q=0 

Pour minorer Jlog Jdci, il suffit done de majorer f SArd^Ar. 

Pour a > 0, posons X^ := {x, sn{x) > a}. Puisque S]\f{x) < m', on a 

J gmdaN = J SNduN < + q ;(1 - ^iN{X'^)) 

= a + {m'- 

Si ^m{X^) tend vers 0 quand ^ oo, on a 

f f M 

limsup / gmdaN < a et par suite, / log —da < a. 


N—^OO 


J 


( 1 ) 


II s’agit done de determiner la borne inferieure des a tels que gN{X%) tende vers 0 
pour m fixe. Par definition de //Af; on a 


= [ 

Jx° 


UqXo^Jof^ 


dA 


n 


X- 


Posons pour (5 > 0 fixe et j £ Z, 

Wj := { exp(-j(I) < J < exp(-(j - 1)5)} 
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et 


Tj{x) := ^#{ 9 , f^ix) € Wj et 0 < q < N - 1 ]. 

On a ^ Tj = 1 et 

mi^N) < ^exp 




\x- 


Or sur on a 


a 


< sat < ^ Tj (log M + j5) = '^ j6Tj + log M. 


( 2 ) 


Done 

- ^(j - l)6Tj < -a + (log M + S) 


et d’apres (2) 




[ 

exp(—a)M exp((5) 

>^N 

L dt \ 


N 


n 


X- 


Pour tout a > \og{M/dt) + 5, on a —> 0. Or 5 est arbitrairement petit. 

On a f gmd.(7jv < log(M/dt). Comme gm est continue, f gmder < log(M/dt) et par 
suite, / log Jdcr > logd*. 

3. SurP\/-i(/(C)), ona 


/V^ 


dtajv 


1 

N df 


r^\x 


Done ces mesures tendent vers 0 quand N —> 00 . Sur V \ /~^(/(C)), I’operateur 
f* etant continu, on a f*a = dtcr. Si / definit un revetement ramifie de f~^{X) au 
dessus de X, I’operateur f* est continu sur I’ensembles des mesures a support dans 
X. Dans ce cas, on a f*a = dtcr sur V. 

4. La mesure a est de jacobien constant dt, i.e. pour tout borelien B sur lequel 
/ est injective, on a 1 /(_b) = /*1_b, par suite, 


a{f{B)) = dta{B) 


( 3 ) 


Notons que d’apres la partie 2, I’ensemble C est de mesure nulle pour a, done le 
jacobien de / par rapport a la mesure a est presque partout egal a dt- Une 
formule de Parry Q| assure que 

li(7(/) > j log Jada = logdt. 

□ 


14 










Remarque 2.3.2 Soit / : Y —> X un revetement ramifie de degre dt > 2 avec 
Y CC X. Soit v une mesure de probabilite sur X telle que f*^ = Ju avec une 
fonction J > 0 semi-continue superieurement sur X. La demonstration du theoreme 
2.3.1 montre que Jlog Jdu > log dt pour toute valeur d’adherence a de la suite de 

Remarque 2.3.3 Supposons que la restriction de / a 1" := f~^{X) soit un revetement 
ramifie de degre dj > 2 au dessus de X. II est facile de verifier que les points 
extremaux de Ai sont des mesures ergodiques. En utilisant la decomposition de 
Choquet de a relativement aux elements extremaux de on a 



ou Ua est extremale et r est une mesure de probabilite sur I’ensemble des mesures 
extremales. II en resulte qu’il existe une mesure extremale v, done ergodique, pour 
laquelle 

J logJdz^ > logdi (4) 

Par suite, h.u{f) > logdt. Observons que I’ensemble A4' des mesures de probabilite 
€ M verifiant (4) est un convexe compact. En prenant des varietes produit, il est 
facile de construire des exemples montrant qu’une telle mesure n’est pas unique. 

Rappelons ici la notions d’entropie topoplogique |^. On dit qu’un ensemble 
F est {n,e)-separe si pour x,y ^ F distincts, on a dh{x,y) > e. C’est-a-dire qu’a 
Lechelle e, les orbites de x et y peuvent etre distinguees avant le temps n. On definit 
I’entropie topologique de / par 

h(/) := suplimsup — logmax pour F cX (n, e)-separe}. 

e>0 n—>oo n 

Le principe variationnel affirme que 

h(/) = sup{liy(/) pour V invariante ergodique}. 

On retrouve dans le cadre du theoreme 2.3.1, ou on a suppose J > 0, le resultat de 
Misiurewicz-Przytycki qui dit que I’entropie topologique ht(/) de / est minoree 
par log df. 

Proposition 2.3.4 Soit f : U —> V une application de classe . Soit X un 
compact de U tel que f~^{X) C X. Supposons que la restriction de f a f~^{X) 
definisse un revetement ramifie de degre dt > 2 au dessus de X. Si y G Ad' est une 
mesure ergodique, alors 
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1. Jk ■= supp(//) est parfait. 

2. Les exposants de Lyapounov (Ai,..., A^) relatifs d sont constants et verifient 
Ai + • • • + Afc > log dt ■ 

En particulier, si diniR V = 1, la mesure pi est hyperbolique. 


Preuve — 1. Si x est un point isole de supp(^) alors fJ-{x} > 0. L’ergodicite de 
/i entraine que pi = 6x et en particulier f~^{x) = {x}. Ce qui entraine que x est 
critique. Cela contredit I’integrabilite de log J par rapport a p.. 


2. Pour montrer I’existence des exposants de Lyapounov pour p il suffit |^| de 
verifier les inegalites 


log"^ ||L)/||d/i <+00 et /log+||(D/) ^||d/r <+oo. 


La premiere inegalite est evidente, I’integrabilite de log J par rapport a p suffit pour 
verifier la seconde. II existe done A(i) > X[ 2 ) > • • • > A(m) et une decomposition 
/r-mesurable du fibre tangent a P en fibres invariants Lli © • • • © Em tels que 
lim ^ log ||iA/”(x)u|| = A(j)(x) /U-presque partout si |u| = 1 et u E Ej. De plus, 
les Xu\ sont constants car p est ergodique. Ce sont les exposants de Lyapounov 


\j) 

de multiplicite respective dim Ej. 
permet de montrer que 


Un cliangement de variable classique |^, p.666] 


lim i log Jfr. = ^(dim.Uj)A(j) = ^ A^ 


ou Jfn est le jacobien reel de /" et Ai,..., A*, sont les k exposants de Lyapounov 
ecrits en tenant compte les multiplicites. En appliquant le theoreme ergodique a la 
fonction /r-integrable log J, on trouve 

n—1 

= I logJdp > log dt. 


1 1 \ f 


□ 


3 Applications d’allure polynomiale 

Dans ce paragraphe, nous etudions la dynamique d’une grande classe d’applications 
holomorphes: les applications d’allure polynomiale. Nous construisons une mesure 
d’equilibre p d’entropie maximale. Nous montrons qu’elle est K-melangeante. Nous 
etudions les ensembles exceptionnels, les points periodiques et les exposants de Lya¬ 
pounov de cette mesure. Nous montrons, en particulier, que si p est PLB {c.-d-d. 
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que les fonctions p.s.h. sont /i-integrables), I’ensemble exceptionnel est analytique, 
les points periodiques repulsifs sont denses dans supp(//), les exposants de Lya- 
pounov sont strictement positifs et la vitesse de melange est d’ordre exponentiel. 
La propriete pour la mesure /i associee a /, d’etre PLB, est stable par pertubation. 
Cela nous permet d’exhiber une vaste famille d’applications avec une telle mesure 
d’equilibre. Nous avons rassemble au paragraphe 3.9 les proprietes non dynamiques 
des mesures PLB. Le lecteur pent d’abord se familiariser avec ces proprietes. 


3.1 Quelques d^nitions 

Introduisons quelques notions qui definissent le cadre de notre etude. 


Definition 3.1.1 Une variete complexe V est dite S-convexe si elle possede au moins 
une function continue strictement p.s.h. Elle est dite S-separee si pour tout point 
a de U et tout ensemble fini A C U \ {a}, il existe une function p.s.h. continue ip 
verifiant p{a) > sup^<y9(z). 


II est clair qu’une variete S-convexe ne pent contenir des ensembles analytiques 
compacts de dimension strictement positive. Les ouverts relativement compacts 
d’une telle variete sont Kobayashi hyperboliques |^]. Tout ouvert d’une variete 
de Stein, par exemple C^, est S-convexe et S-separe. Si V est S-convexe, il resulte 
du theoreme de Richberg |^|, qu’elle possede une function strictement p.s.h. <1 de 
classe et done une metrique kahlerienne associee a la forme oj := dd'’<L. 


Definition 3.1.2 On appelle application (holomorphe) d’allure polynomiale toute 
application holomorphe propre f de. U sur U oil U est une variete complexe con- 
nexe, S-convexe et U est un ouvert relativement compact de V (eventuellement 
non-connexe). On definit I’ensemble de Julia rempli de / par JC := P|^>q [/_„ ou 
U-n := f~^{V). On appelle degre topologique de / le nombre dt de preimages d’un 
point z G V comptees avec mulitiplicites. Dans la plupart des resultats, la connexite 
de V n’est pas necessaire. On a seulement besoin que V ait un nombre fini de com- 
posantes et que chaque point de V admet exactement dt preimages comptees avec 
multiplicites. 


L’application / est ouverte et definit un revetement ramifie de U au dessus de 
V. En particulier, le degre topologique dt de / ne depend pas du point z G V. 
L’ensemble K, est le plus grand compact totalement invariant par / au sens ou 

Les applications d’allure polynomiale en dimension 1 lorsque les ouverts U et 
V sont simplement connexes, ont ete considerees par Douady-Hubbard [^]. Ils en 
ramenent I’etude dynamique a celle des polynomes. Cette reduction est obtenue 
grace au theoreme de Riemann-mesurable. Ce theoreme n’ayant pas d’analogue a 
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plusieurs variables, nous adoptons une approche difFerente dont I’ingredient essentiel 
est un theoreme de convergence pour les fonctions plurisousharmoniques. 

Notons ici que les endomorphismes polynomiaux de dont I’infini est “attirant” 
sont a allure polynomiale. Plus precisement, la restriction d’une telle application 
a un ouvert convenable est une application a allure polynomiale. En general, un 
endomorphisme polynomial de avec k > 2 n’est pas a allure polynomiale meme 
s’il est propre. La terminologie “allure polynomiale” est en fait utilisee par Douady- 
Hubbard dans le cas de dimension 1, nous I’avons conservee. 

Rappelons que dans le cas d’une application holomorphe g : —> P^, on definit 
pour tout 1 < I < k le degre dynamique d’ordre I de g, note di, comme le degre de 
la variete g~^{H) ou H est un sous-espace projectif generique de dimension k — lde 
P^. Le degre topologique de g est egal k dk- Si wq d&igne la forme de Fubini-Study 
de P^, on a 

di = J g* (wq) a = J JoAg^ • 

Ces degres jouent le role crucial pour calculer I’entropie de I’application. 

Lorsque / est une application d’allure polynomiale, nous considerons les notions 
locales analogues. Pour tout 1 < I < k := dimE et tout n > 1, on pose 

di,n--= [ (rr(^') [ {rUu^-^)AJ. 

Ju 

On verifie que di^n est reel positif. 

Definition 3.1.3 On appelle degre dynamique d’ordre / de / le nombre reel positif 

di := limsup \fdi^. 

n—5-00 

On a dk^n = d’l et done dk = dt- Notons que, si / est la restriction d’une 

application polynomiale, les degres dynamiques definis ci-dessus sont en general plus 
petits que ceux definis globalement {voir I’exemple 3.10.6). La proposition suivante 
montre que les di sont bien definis du point de vue dynamique. 

Proposition 3.1.4 1. Les degres dynamiques di ne dependent pas de la forme 
kdhlerienne to choisie. 

2. Soil U' CC V un voisinage de 1C. Alors 

di = limsup ( [ A 

n^oo \Ju' / 

3. Les di sont des nombres reels strictement positifs, invariants par conjugaison 
holomorphe. 
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Preuve — 1. Soit oj une autre forme kahlerienne sur V. II existe une constante c > 1 
telle que c~^uj < co < cco sur U. Posons 



d', 


lim sup 



On a 

C~’"dl^n < dl^ < c'^dl^n- 

En consequence, on obtient d[ = di. Ce qui montre aussi I’invariance par conjugaison 
holomorphe. 

2. Fixons m assez grand tel que U-m soit contenu dans U'. Posons 


et d} :=limsup 

’ JU-m 

II est clair que di^ < di^n et done di < di. 

Puisque la forme est lisse sur U-m+i, il existe une constante c > 0 

telle que sur U-m on ait < cojK On en deduit que pour tout n> m 



di,n = [ 

JU-m 

< c[ {r-^+\{u^-^)Aj = cdl^_m+l 
JU-m 


Par consequent, di < dl et done di = d’l- 
De la meme maniere, on montre que 


lim sup r f ’')Auj’' 

n^oo \Ju' 


1/n 


= dl 


3. On a f*uj < clo sur U-i pour un c > 0, done < U’to sur U-n-i- Par 

consequent, 

d/,n = [ {r)*{J)Auj^-^ < 


et 


di,n > / irn^') A irriuj^-^) 

JU-r^-l 

On en deduit que c~^^^dt < di < d-. 


^C-(k-l)n^n / 

Ju 


□ 
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L’ensemble critique C de / a une grande influence a la dynamique de /. Nous 
aurons besoin de mesurer la croissance des images de C. Notons 

C-n ■= Uj=o /~'^(C) I’ensemble critique de /”; 

C„:=r(Cn [/_„); 

PCn := Uj^=i Cj I’ensemble postcritique d’ordre n\ 

PCoo := U" 1 Cj I’ensemble postcritique d’ordre infini de /. 

Le volume de dans U est egal a d^dn ou 


dn := ^ 






•t Jc„nu 


d- 


■t JCn(7_„_i 


Soit J le Jacobien reel de /. Si P est un ouvert de et a; = dd'^lzp, on a dd'” log J = 
2[C]. Dans le cas genial, il existe une constante c > 0 telle que sur U on ait 
dd^’log J > 2[C] — 2cu. Par consequent, 

Sn<l [ dd= 

^ Ju 


(/^)*log J 




d? 


Rappelons que = i{d — d) et que [C] designe le courant d’integration associe a C 
{voir [p8| , p^ ). On pent introduire un exposant <5 decrivant la croissance relative 
du volume de /""(C n U-n) par rapport au degre dynamique. Posons 


<5 ;= 



3.2 Mesure d’equilibre 

Dans le cadre des applications d’allure polynomiale, on pent ameliorer le theoreme 
2.3.1 de maniere suivante: 

Theoreme 3.2.1 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale de degre 
topologique dt > 2. II existe une mesure de probabilite p, portee par dlC verifiant la 
relation f*fi = dtp, et telle que pour toute forme volume D, de masse 1 dans L^(P), 
la suite de mesures converge vers p. Pour toute v G L^(/r) la suite 

Vn ■= converge dans L^(/r) vers la constante Cy := J vdp. L’application 

f est K-melangeante pour la mesure p. 

On dira que p est la mesure d’equilibre de /, son support Jk '■= supp(/i) est 
I’ensemble de Julia (d’ordre maximal). On a note k la dimension de V. 
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Lemme 3.2.2 Soit Lp une fonction p.s.h. bornee au voisinage de JC. Alors pour n 
assez grand ipn '■= une fonction p.s.h., bornee sur V et ces fonctions 

convergent dans Lfoc,(^) constante c^p quand n +oo pour tout p > 1. De 

plus, Vensemble 

S'p, := [z G V, limsupv9„(z) < c^} 

n—>-+00 

est pluripolaire et invariant dans le sens ou f{S'^ (1 U) C (On verra dans la 
proposition 3.2.5 que si ip est bornee et strictement p.s.h. au voisinage de 1C, ne 
depend pas de p). 

Preuve — Soit ICs un voisinage de K dans lequel p est p.s.h., bornee par une constante 
c > 0. La fonction 


Pn{z) 


A^p 


(n*p 

d? 


^ E 

f"(w)=z 


est p.s.h. et bornee par c dans ICn ■= {z G V, /“"'(z) C ICs}. On a ICn = V pour n 
assez grand. 

Montrons que pn tend faiblement vers une constante c^. Observons que si 'L est 
p.s.h. dans V telle que /*'& > dt'^, alors 'I' est constante. Ceci est une consequence 
du principe du maximum et de I’inegalite 

sup 'L > sup —— > sup 'L. 
u V dt V 

Posons 'Lq := limsup(/Jn et 'L la regularisee de 'I'o- Alors 'I' est une fonction p.s.h. 
On a pour tout z G V 


dt^o(z} = limsupdtpn+i(z) = limsupf^pn(z) 
< Urn sup Pn(z) = f*'l'o(z). 

On en deduit que /*'!' > df'I/ et done 'L est constante. Posons 


Cp := '1' = (lim sup (/?„)*. 

On pent extraire de la suite (pn) des sous-suites convergentes dans 
Supposons que pnj tend vers une fonction p.s.h. -0. Montrons que V’ = c^. Sinon 
il existe e > 0 tel que if < — 2e sur U. D’apres le lemme de Hartogs p^] , 

Prij < Cp — e sur U -2 pour j assez grand. Or Puj+i < — e pour tout I > 1 car 

Prij+i = d'f\f)^pn,j et f~\U) C U- 2 . Cela contredit le fait que (limsupv9„)* = c^. 
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II existe un ensemble pluripolaire E'^ tel que limsup <y9„(z) = c^p pour tout ^ G 
V \ £'^ m. On a = {z G y, limsup(/?„( 2 ) < c^,}. Montrons que £'^ est 
invariant. Fixons un point z G V. On a 

df limsup = limsup E E lim sup (pn-i(w). 

f(w)=z f(w)=z 

D’autre part, limsup(/5„_i(t(;) < c^p pour tout w. Soit z 0 E^. On a limsup 99 ^( 2 ;) = 
Cip. Par consequent, limsup(/9n-i(w^) = pour tout w G f~^{z). On en deduit que 
f~^{z) n £1^ = 0 et done f {E'p, O [/) C E'^. 

□ 


Le raffinement suivant du lemme de Hartogs nous sera utile. 

Proposition 3.2.3 Soit (vj) une suite de fonetions p.s.h bornees dans V con- 
vergeant dans Lj'Q^('F) vers une fonction continue v. Soit a une mesure de probabilite 
a support compact dans V telle que f Vnda —> f vda. Alors pour tout I < p < 00 , 
(vn) converge vers v dans LP((t) et lim sup = v a-presque partout. 


Preuve — Pour e > 0, d’apres le lemme de Hartogs, on a pour n assez grand Vn < v+e 
sur supp((t). Pour <5 > 0 posons := {u„ < u — <5}. On a 


Vnda < 


IV 


/ {v — d)diT + / (u + e)d(T. 
JAi Jv\Ai 


D’ou 



Done pour tout 5 fixe, on a lim sup^^,^ < 7 ( 74 ^) < e/5 pour tout e > 0. Par 
consequent, lima{Af^) = 0. La suite (u„) etant bornee, on en deduit que —> u 
dans IP {a). 

Le lemme de Fatou entraine que 



lim sup 


/ Vnda < / : 

Jv Jv 


< / limsupundfj. 


On obtient done f (lim sup — u)d(T > 0. Or d’apres le lemme de Hartogs, le terme 

sous le signe est negatif. Done lim sup = v a-presque partout. 


□ 
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Fin de la demonstration du theoreme 3.2.1 — Soit une forme volume dans !?{¥), 
de masse 1. On peut supposer 0 a support compact. La suite d^'^{f^)*Q, n’admet 
qu’une valeur d’adherence. En effet, pour toute ip p.s.h. on a 



car {(fn) converge dans vers Cip, de plus, les fonctions p.s.h. engendrent un 

espace dense dans 

Soit n une forme volume de masse 1 a support compact dans V \ JC. Alors 
tend vers une mesure p, et son support est contenu dans U-n \ A. Par 
consequent, p est portee par dJC. 

Lorsque v est une function p.s.h. de classe on a f Vndp = f vdp = c„. On a vu 
que Vn —> Cj, dans LfyV), il resulte de la proposition 3.2.3 que Vn c„ dans L^(/r). 
Les operateurs sont de norme 1. De plus, I’espace vectoriel engendre par 

les fonctions p.s.h. bornees etant dense dans L^(^), la convergence de Vn vers c„ dans 
L^(^) pour toute v en decoule. D’apres la proposition 2.2.2, p est K-melangeante. 

□ 


Theoreme 3.2.4 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale. Les pro- 
prietes suivantes sont alors verifiees: 

1. Pour toute mesure de probahilite vq ne chargeant pas les ensembles pluripo- 
laires, Un '■= dy{f^)*VQ tend faiblement vers p. 

2. Soit u une mesure de probahilite verifiant f*^ = dtv. Si v ne charge pas les 
ensembles pluripolaires alors u = p. Si u est ergodique et n’est pas portee par 
un ensemble pluripolaire alors u = p. 

3. Soient K un compact deU et c > 0. La suite Un converge vers p uniformement 

sur les mesures u contenues dans U) (voir la definition au paragraphe 

3.9). 


Preuve — 1. Soit ip une function lisse strictement p.s.h. dans V. Posons c<^ := f (pdp. 
On sait que cpn := d)~'^{y)*(p converge dans IpyV) vers c^. D’apres la proposition 
3.9.4, pour toute suite on peut extraire une sous-suite {(pmj) convergeant 


en dehors d’un ensemble pluripolaire vers c^. 
convergence dominee, on a 


Si Ori 


u, d’apres le theoreme de 



Par consequent, les mesures v et p coincident sur I’ensemble des fonctions lisses 
strictement p.s.h. qui engendrent un sous-espace dense. On a done p = v. 
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2. Si V ne charge pas les ensembles pluripolaires et si f*v = dtv^ on a d’apres la 
proposition 3.9.4 



Done u = fi. 

Si une mesure i/ verifiant f*iy = dtv n’est pas portee par un ensemble pluripolaire 
et est ergodique, elle ne charge pas les ensembles pluripolaires comme on le verifie 
aisement. On a alors v = ^. 

3. Rappelons qu’une mesure u portee par K appartient a Ai^{K,U) si pour 
toute fonction p.s.h. V’ dans [/ on a HV'llLbO — ‘^IIV'IIlp(c/)- Soient G Aic{K,U) 
et (nij) oo tels que d^ tend faiblement vers une mesure u. Soit (p une 

fonction p.s.h. lisse dans V. Alors la suite (pmj) tend vers c<^ dans Par 

definition de Aic{K,U), on a 




{Prrii - C^p)(iv^ 


< 


- Cip\\hp(u)- 


Done f (pdi^ = = f (pdfi. On en deduit comme precedemment que v = p. 

□ 


Posons pour tout z 


■= 


(r)*4 


dV 


P E 


f"{w)=z 

ou 6z designe la masse de Dirac en z. Posons egalement 

s' := {z € V, p n’est pas adherente a la suite {Pn)} 

S := {^z € V, p^ ne tend pas vers p} 
et pour toute suite d’entiers (rij) tendant vers I’infini 

■= jz G D, p n’est pas adherente a la suite {p^ )}■ 


Observons que S est la reunion des S^^^^ et que S' est I’intersection des Notons 

PSH(.) le cone des fonctions p.s.h. On a la proposition suivante: 

Proposition 3.2.5 Soit f comme au theoreme 3.2.1 et soit p > 1. Alors 

1. L’operateur A := dt^f^ : PSH(bP) n LP(fP) —> PSH(C/) O LP{U) est borne 
pour pour tout ouvert W contenant U- 2 . 
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2. II existe une constante 0 < ci < 1 telle que pour toute (p pluriharmonique dans 
V on a supfj \A.ip — Ci^l < ci sup^ \ p — c^p\. En particulier, pn tend vers 
uniformement et geometriquement. 

3. Pour toute fonetion p, quasi-p.s.h. au voisinage de K, et pL-integrable, on a 

Pn Cip dans si f ipd/j = —oo, pn tend uniformement vers —oo. 

4- Les ensembles et £' sont pluripolaires. De plus, si p est une fonetion 

strictement p.s.h. au voisinage de K, et fi-integrable, on a 

= {zGV, limsup(/?nj(2:) < c^} 

£' = {z G V, Ymisvip ipn{z) < c^p] 

£ = {z G V, Ymiml pn{z) < Cp]. 

Si la serie \\Pn — Cp\\i^p(jj) converge, alors £ est pluripolaire. 

5. Si X est un ferme non pluripolaire de V verifiant f~^{X) C X, alors X 
eontient Vensemble de Julia Jk- 

Preuve — 1. Sinon, il existe p.s.h. sur W telles que ||A(/9^ = 1 et ip^ tend 

vers 0 sur W. II est clair que ceci contredit le fait que W eontient U- 2 - 

2. On pent supposer = 0. La propriete 2 est une consequence directe du 
principe du maximum et du fait que la famille {p pluriharmonique ,c^p = t),\p\ < 
1 sur U} est compacte. 

3. Rappelons que p est quasi-p.s.h. si dd'^(/9 > —ao, c > 0. Puisque p s’ecrit 
au voisinage de /C comme difference de deux functions p.s.h. qui sont ^-integrables, 
il suffit de considerer le cas ou p est p.s.h. au voisinage de JC. Supposons que 
p est /U-integrable. Pour raisonner comme au lemme 3.2.2, il suffit de montrer que 
(limsupc^n)* n’est pas identiquement egale a —oo. Sinon, pn converge uniformement 
vers —oo. Par consequent, {p,pn) tend vers —oo. Ceci est impossible car {p,pn) = 
{df"'{f^)*p,p) = {p,p). La deuxieme partie est aussi claire. 

4. Montrons que si pnj (z) —> c^, alors p. Soit V’ une function de classe 

a support compact. Pour e > 0 sufhsamment petit les fonctions p'^ := p + et 

p~ := p — efj sont p.s.h. D’apres le lemme 3.2.2, la suite de fonctions p^ (resp. p~) 
tend dans L^^^(I/) vers une constante Cp+ (resp. c^-). Il en resulte que V’n converge 
dans L^q^(P) vers la constante 

c-0 := ~(C(^+ Cp) = ~{Cip Cp-). 

Si V’nj (z) —> a, on a, grace au lemme de Hartogs, c^p -Y ea < Cp+ et Cp — ea < Cp-. 
Done a = c^. On a done montre que 

£{nj) ^ ^ lim sup (z) < Cp]. 
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Get ensemble est independant de la fonction strictement p.s.h et /x-integrable (p. Or 
I’ensemble on limsup (- 2 ) < (limsup(/?nj)* = c^p est pluripolaire. L’ensemble 
est pluripolaire. Les assertions analogues sur £' et £ sont immediates. 

Montrons que £ est pluripolaire si la serie ^ llv^n — c<^||lp(c/) converge. D’apres la 
proposition 3.9.2, la serie ^ \\(pn — Ci^IIlp(i/) 6st aussi convergente pour toute mesure 
PLB V a support compact dans U. II en resulte que £ = {z € V, \\m.ipn{z) < c^} est 
de V mesure nulle. Comme dans la proposition 3.9.4, on dMuit que £ est pluripolaire. 

Bien stir, si la serie ^ \\Pnj — Cp\\\^v(jj) converge, on a aussi p, sauf pour 

un ensemble pluripolaire 

5. Puisque £' est pluripolaire, on a X £'. II existe done z G X tel que fj, est 
adherente a la suite Comme X est un ferme totalement invariant, est a 

support dans X. Par consequent, le support Jk de p est contenu dans X. 

□ 


Notons 5(/C) le cone convexe des fonctions continues p.s.h. au voisinage de /C. 
On definit I’enveloppe par rapport a 5(/C) de I’ensemble de Julia Jk = supp(/i) dans 
/C par 

Jk '■= {z G 1C, ip(z) < sup ip(w) pour toute p G S(X)j. 

'^k 

On a la proposition suivante: 

Proposition 3.2.6 Soient uq une mesure de probabilite deV etv une valeur adherente 
de la suite dj"'{f'^)*VQ. On a f pdn < f pd/u pour toute fonetion p p.s.h. au voisi¬ 
nage de K, et p-integrable. De plus, v est portee par Jk. Si vq ne charge pas £, on 
a V = p. Si u ^ p, on a f pdn < J pdp pour toute fonction p strictement p.s.h. au 
voisinage de X et p-integrable. Si u est une fonetion pluriharmonique au voisinage 
de X, on a f udv = f udp. 


Preuve — Soit (n,) une suite croissante d’entiers telle que d^ tende vers v. 

Puisque p est s.c.s, on a 


J pdn < 
< 



lim sup Pmdno 


On sait que la suite pn converge ponctuellement vers c^ sur P \ <5. Si vq ne 
charge pas <5 et si (/9 est continue, les inegalites ci-dessus deviennent des egalites. 
D’ou V = p. 

Montrons que le support de v est contenu dans J^. Sinon, soit zq G supp(z^) \ Jk. 
II existe une fonction p.s.h. continue if au voisinage de X telle que ip{zo) > 0 et 
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V’ < 0 sur Jfc. Soit := max(0, V’(-z))- Cette fonction p.s.h. ne peut verifier 

jT < f 

Supposons qu’il existe une fonction ip strictement p.s.h. an voisinage de JC et 
/r-integrable telle que f (pdiy = f cpdp. Montrons que v = p. Soit V' une fonction C^. 
Posons := f 'i/jd/u. Soit e > 0 telle que (/?+ := (p + eip soit p.s.h. La fonction (p~^ 
etant /r-integrable et s.c.s, on a 

J ip~^diy < limsup J (Pn di'o < J limsup (/^^dz^o < = c^p + ec^. 

Done f •t/^diy' < = f t/^dp. Pour la fonction —z/z, on obtient f —ijjdi' < — f i/^dp. 

D’ou f t/^diy' = f V’d/r et u = p. 

L’assertion sur les fonctions pluriharmoniques est claire puisque les fonctions u 
et —u sont p.s.h. 

□ 


Remarques 3.2.7 Si p charge un sous-ensemble analytique X de P alors p est 
portee par X. En effet, on peut supposer X irreductible et de dimension minimale. 
Le theoreme de recurrence de Poincare permet de supposer alors que f{X) = X. 
L’ergodicite permet de conclure. En particulier, si X est irrMuctible de dimension 
minimale, il est totalement invariant. Si p charge un ensemble pluripolaire A, alors 
p est portee par I’ensemble pluripolaire IJn>o f~^^- 


Notons dsK, la frontiere de Silov de JC associee aux fonctions continues p.s.h. 
aux voisinage de JC. Rappelons que la frontiere de Choquet OqJC de X est I’ensemble 
des points x de X pour lesquels la seule mesure de probabilite u a support dans X 
satisfaisant 


u{x) < 


udv pour toute u G S{X) 


est la masse de Dirac 5x en x. On a deX = dgX [32|. De plus, pour tout x £ X,i\ 
existe une mesure de probabilite v portee par deX telle que 



udv pour toute u G S{X). 


On dit que u est une mesure representante de x. 


Corollaire 3.2.8 Soit f : U —> V comme au theoreme 3.2.1. Si V est S-separe, 
p est portee par dsX. Si V est un ouvert d’une variete de Stein, f possede au plus 
un point fixe totalement invariant. Si V est une variete de Stein et si Xi et X 2 sont 
deux sous-ensembles analytiques totalement invariants alors Xi 11 X 2 0. 


27 




Preuve — Supposons que V est S-separee. Montrons d’abord que dc^ est totalement 
invariant par /. Soit z G dc^- Notons wi, Wm les images reciproques de z. 
Soit v une mesure a support dans K, representant wi. La mesure represente z 
et done = 5z car z G dcK,- On en deduit que v = ^j^wj avec ^ 

aj > 0. Comme V est S-separee, on a = <5^^. Par suite, /~^(9c/C) C dc^ et done 
rHdslC) C dsic. 

Puisque tout point de K, est represente par une mesure portee par dcK,-, pour 
toute mesure de probabilite a portee par /C, il existe une mesure de probabilite a 
portee par dgK, telle que 

J (/9d(T < J ipda pour toute ip G S{JC). 


Appliquant cela a ;U, on a f (pd/u < f (pdfi. 

Soit /2 la limite d’une suite On a, d’apres I’observation precedente, 

iPmdfi = J ipdp. 

D’apres la proposition 3.2.5, la derniere integrale est majoree par f (pdp. Done 
p = P- II est clair que jl est portee par dsK, car ce dernier ensemble est totalement 
invariant. 

Soient Xi et X 2 deux sous-ensembles analytiques totalement invariants. En util- 
isant des limites de sommes de Cesaro, on pent construire des mesures de probabilite 
ui, U 2 portees par Ai, X 2 et verifiant f*Vj = dtVj. D’aprfe la proposition 3.2.5, on 
a f udi^i = f udv 2 pour u pluriharmonique. Or si Xi et X 2 sont disjoints et si V 
est une variete de Stein, il existe une telle fonction u avec u = 0 sur Ai et u > 0 sur 
X 2 ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que V est un ouvert d’une variete de Stein. Alors les 
functions pluriharmoniques de V separent les points. De la meme maniere, on montre 
qu’il existe au plus un point fixe totalement invariant. 

□ 



Proposition 3.2.9 On a p,{£) = 0 oul. On a aussi = 0. L’ensemble £ est 
vide dans les deux cas suivants: 

1. L’ensemble /C est B-regulier, c.-d-d. que les fonctions continues sur X sont 
uniformement approximables par des fonctions p.s.h. au voisinage de X. 

2. L’ensemble critique C de f ne rencontre pas X. L’ensemble X est alors B- 
regulier, p’f tend vers fj, uniformement sur V. De plus, = X et f est 
hyperbolique (c.-d-d. expansive) sur X. 
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Preuve — Soit ip une fonction continue strictement p.s.h. Posons (p := 
On a 


dt 


/^liminf p^i) ^ liminf 
dt ~ dt 


lim inf Pn+i = P 


et 


(p < (lim sup 


lim inf pn- 


D’aprfe la proposition 3.2.5, on a <5 = {^ < c,^} et done f{£ CiU) C £. Soit z £ V 
un point tel que f^,ip{z) < c^. On a f~^{z) O <5 / 0. On en deduit que z £ £ et 
done (p{z) < c^. Par consequent, ip{z) < si et seulement si f^ip{z) < c^. Soit 
(p la limite decroissante de la suite d'j~^{f^)^(p. On a d~[^f-^p = p et £ = {p < c^}. 
Comme p est ergodique, p est constante /r-presque partout. Si (^ = c<^ y/-presque 
partout, on a p{£) = 0. Sinon, p{£) = 1. 

On sait que limsupy^^ < c^p. D’apres le lemme de Fatou 


= / Pndp < / lim sup pndp < / Cp,dp = c< 


/■ 




Par consequent, I’ensemble £' = {limsupy9„ < c^} est de mesure p nulle. 

1. Soit V une valeur d’adherence de la suite (/U^). D’apres la proposition 3.2.5, 
f Tpdu < f i/tdp pour toute fonction -0 p.s.h. au voisinage de 1C. Comme fC est 
S-regulier, cette inegalite est valable pour toute fonction continue 'll:, en particulier 
pour —'ll:. D’ou u = p. 

2. Soit u une fonction continue au voisinage de 1C. Fixons un no sufhsament grand 

tel que Cr\U-nQ = 0 et tel que u soit uniformement continue sur U-uq. Rappelons que 
I’existence d’une fonction strictement p.s.h. bornee ‘h dans U entraine que U est 
Kobayashi hyperbolique Notons ICn la metrique infinitesimale de Kobayashi 

de U-n. L’application / est une isometrie de (f7_„Q_i,/Cng+i) dans (C/_no,A^no)- 
Puisque U-no-i CC U-no, h existe <5 > 0 telle que 


ICno{fiz),f{z)C)=ICn,+liz,0 > {l + 6)ICnoiz,0 


pour tout 2 ; £ U-no-i et tout vecteur tangent C de R en 2 ;. Done / est expansive 
sur U-riQ-i. En particulier, / est hyperbolique sur 1C au sens dynamique. Plus 
precisement, on a \ {f^y{z)p\ > (1 + (5)”'|r/| pour z £ 1C. 

Dans la suite, on note d la distance de Kobayashi sur U-n^. H existe une con¬ 
stante c > 0 telle que pour tous z et uo dans V et tout n > no on pent ranger les 
points Zi de f~"'{z) et iVi de f~‘^{w) de sorte que d{zi,Wi) < c(l Comme 

u est uniformement continue, \un{z) — Un{v:)\ tend uniformement vers 0. Ceci im- 
plique que \un{z) — tend uniformement vers 0 pour tous 2 ; et tc dans V. D’ou 

la convergence uniforme de p^ sur V. 
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Pour montrer que /C est B-regulier, on observe que est bornee au voisinage 

de 1C mais que o /"■) tend vers I’infini uniformement sur 1C. Toute function u 

de classe pent etre done perturbee en une function u + e($ o /"■) qui est p.s.h. au 
voisinage de 1C. 

Montrons que le support de ^ est egal a 1C. On utilise encore la distance de 
Kobayashi. L’ensemble Jk est totalement invariant et / est expansive. Pour tout 
z & U, on a dist(/(z), Jfc) > (1 + (5)dist(z, J^). Par suite, dist(/"'(z), Jfc) > (1 + 
(5)"'dist(2;, Jk) lorsque z G U-n. H en resulte que si z 0 on a z 0 nn>o ^-n- Done 

= nn>0 ^-n = 

□ 


Remarque 3.2.10 Si au point 2 de la proposition precedente, on suppose que u 
est une function Holderienne alors \un(z) — Un{w)\ < ci(l + 5)“"'" avec ci > 0 et 
0 < a < 1. Autrement dit, la suite Un{z) — f udfi tend uniformement vers 0 a vitesse 
exponentielle. Pour ceci, il suffit d’observer que 


1 ( 2 :)- y udlJ. = j [un{z) - Uniw)]dlJ.{w). 


En particulier, la vitesse de melange est exponentiellement petite, c.-d-d. qu’il existe 
c > 0 tel que pour toute fonction (p de classe et toute fonction bornee V’j on ait 





<c||*||v^lU(i + 5)-" 


3.3 Degres dynamiques et entropie 

Nous allons donner des majorations des degres dynamiques d’une application d’allure 
polynomiale / : U —> V. Utilisant ces estimations et un theoreme de Gromov- 
Yomdin, nous allons montrer, dans le cas ou V est un ouvert d’une variete de Stein, 
que I’entropie de / est egale a logd*. La mesure d’equilibre p est done d’entropie 
maximale. 

Proposition 3.3.1 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale comme 
precedemment. Alors dk-i^n = o((i”) et 5n = o(l). En particulier, on a d^-i < dj. 

Preuve — Si ip est une fonction quasi-p.s.h. au voisinage de K, et ^-integrable, d’apres 
la proposition 3.2.5, ipn converge vers une constante c^p dans Par consequent, 

dd'^ipn tend faiblement vers 0. On a 

[ (r)*(ddv) A = dr / ddVn A = o(dr). 

Ju Ju 
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En appliquant, cette relation aux fonctions et log J, on obtient dk-i,n = o((i”) et 
Sn = o(l). Rappelons id que = w et que log J est une fonction quasi-p.s.h., 

/i-integrable. 


□ 


Le theoreme suivant permet de calculer I’entropie. 

Theoreme 3.3.2 Soil f : U —> V une application d’allure polynomiale de degre 
topologique dt > 2. Si V est un ouvert d’une variete de Stein, alors I’entropie 
topologique de f est egale a \og dt- Dans ce cas, p est une mesure invariante 
d’entropie maximale. 

Soient Wi , W 2 deux varietes complexes de dimensions ki et k 2 munie de metriques 
hermitiennes. Soient Ki C Wi, K2 C W2 des compacts et m > 1 un entier. Notons 
TT : IE™ X IE2 —> W2 la projection canonique. Soit E C iE™ x W2 un sous-ensemble 
analytique de dimension pure k 2 de PE™ x PE 2 . Alors la restriction de tt a E realise 
un revetement ramifie au dessus de PE 2 . Notons dr le degre de ce revetement. Le 
lemme suivant nous sera utile pour estimer les degres dynamiques et pour demontrer 
le theoreme 3.3.2. 

Lemme 3.3.3 Supposons que PEi soit un ouvert d’une variete de Stein. Alors il 
existe une constante c > 0 et un entier s, independants de E et de m, tels que le 
volume de E n (PE™ x K 2 ) soit majore par cm^dr. 

Preuve — Pour simplifier les calculs, la norme consideree dans la suite pour tout 
espace complexe C"" sera la somme des modules des coordonnees. Ceci est aussi 
valable pour definir les boules. En revanche, les volumes seront calcules pour la 
metrique euclidienne. 

Puisque toute variete de Stein est plongeable dans un C^, on pent supposer que 
PEi est egale a et que Ki est la boule unite fermee de . Le probleme est local 
pour PE 2 . On pent supposer que PE 2 est la boule unite de et K 2 est une boule 
fermee de rayon 0 < r < 1 centree en 0. 

Notons X = (xi, ..., Xmfci) et ?/ = (yi, .. ., 2 /^ 2 ) les coordonnees de (C^^)™ et 
de . Soit e une matrice de taille /c 2 x 'mki dont les coefficients sont majores 
par (1 — r)/2m^. Posons 'Ke{x,y) := y + ex, Ee := E n {llvrgH < (1 + r)/2} et 
E* := En (PEi™ X K 2 ). 

Montrons d’abord que E* C E^. Soit (x,y) G E*. On a ||x|| < 1 et ||y|| < r. Par 
consequent, 


vre(x,y)|| < ||y|| + ||ex|| < r + (1 - r)/2 = (1 + r)/2. 


D’ou (x,y) G E^. 
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Montrons maintenant que pour tout a G verifiant ||a|| < (1 + r)/2, on 
a #7r“^(a) n F = dr- Pour ceci, on montre que n F ne depend pas de 

t G [0,1]. II suffit done de montrer que la reunion des ensembles 7r^^(a) n F est 
contenue dans le compact F n {||vr|| < (1 + r)/2} de F. Soient (x, y) G F et t G [0,1] 
tels que 7Tteix,y) = a. On a 

(1 + r)/2 > ||a|| = \\7rte{x,y)\\ = ||y|| +t||ex||. 

On en deduit que ||y|| < (1 + r)/2 et done (x, y) G F n {||7r|| < (1 + r)/2}. 

Notons 12 la forme de volume euclidienne de et B la boule de centre 0 et de 
rayon (1 + r)/2 de On a pour une constante d > 0 



{neTn < 



dr 


f 12 = edr- 
J B 


Notons 0 := 2 ^ dx^, A dxj, + 'k*u) la (1, l)-forme euclidienne de x qu 

io est celle de II suffit majorer la forme 0 par une combinaison lineaire finie de 
2mki + 1 formes du type {TTeYx} dont les coefficients sont d’ordre m^. Pour ceci, on 
majore idxi, Adxi, par une combinaison de (1, l)-formes du type (7re)*a;. Considerons 
,5 ;= (1 - r)l2m? et 7re(x, y) := (yi + 5xy, y 2 , • • •, Vki)- On a 


idxi, A dxi, = 


< 


4i 

W 


3dyi A dyi + d(yi + 5xy) A d(yi + dx^. 


-d(2yi + 5xyl2) A d(2yi + 5xyl2) 
Ai 


3(52 


3dyi A dyi + d(yi + 5xy) A d(yi + 5xj, 


Ceci donne Festimation du lemme. 


□ 


Corollaire 3.3.4 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale de degre 
topologique dt > 2. Si V est un ouvert d’une variete de Stein, alors pour tout 
1 < I <k on a di < dt- 


Preuve — On applique le lemme 3.3.3 pour IPi = IF 2 = P, = K 2 = t/, m = 1 et 
F le graphe de I’application /"■ dans U-n x V. Pour n > 1, la projection de F sur 
IFi est contenue dans Ki- Puisque le degre topologique de /” est egal a d", on a 
(2r = d". Or on a la maj oration 


di,n < [ {u^ + < fc!vol(F n iFi X K2). 

D’apres le lemme 3.3.3, on a di^n < ckld^. D’ou di < dt- 


□ 
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Demonstration du theoreme 3.3.2- D’apres le theoreme 2.3.1, /i est une mesure 
invariante d’entropie au moins log dt. Puisque I’entropie topologique de / est minoree 
par les entropies des mesures invariantes, on a h(/) > logdj. II reste a montrer que 
h(/) < log dt. Considerons P^ le graphe de I’application ...,dans 

U-n+i X U-n +2 X • • • X P. C’est un sous-ensemble analytique de dimension k de P”. 
De plus, Pn est contenu dans x P et est un revetement de degre d^ au dessus 

de P. D’aprfe le lemme 3.3.3, on a 

lov(/) := lim — logvolfPn Pi [/"■) < logd*. 

n—>-oo fl 

Montrons que h(/) < lov(/). Dans le cas des varietfe compactes, ceci est le theoreme 
de Yomdin-Gromov [^, Q. Sa preuve est une application d’une inegalite de 
belong qui reste valide dans notre cas. 

Plus precis&nent, soit eo la distance entre JC et le bord de U. Soit F C JC 
une famille (n, e)-separee avec 0 < e < cq. Notons F* la famille des points a* := 
(a, /(a),..., /"'“^(a)) G Pn avec o G F et Ba* la boule de rayon e/2 centree en a*. 
Ces boules sont disjointes et contenues dans If^. Une inegalite de belong affime que 
vol(r„, n B{a*)) > 7r^(e/2)^^. Par consequent, 

(#F)7r'^(e/2)2^ <vol(r„nC/"). 


D’ou h(/) < lov(/). 


□ 


3.4 Ensemble exceptionnel 

Soit / : U —> P une application d’allure polynomiale et soit X un sous-ensemble 
analytique propre de P. Dans ce paragraphe, nous donnons une caracterisation du 
sous-ensemble analytique maximal £x de X qui est totalement invariant par /, c.- 
d-d. telle que f~^£x = Sxf^U- Nous utiliserons ce resultat pour montrer, sous une 
hypothese supplementaire, I’analyticite de I’ensemble exceptionnel £. 

Nous montrons que z G £x si la proportion tx{z), de I’orbite negative de z dans 
X, est strictement positive. Introduisons d’abord quelques notations. Pour tout 
z G P, on pose 

^xi^) ■ — G ^ pour tout i = 0, ...,n} 

= r\j^-\z))nX sin>l 

(z) 

M’Hz) := ttruz) et rxW:=limi^ 

n^oo a. 
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ou 6st compte avec multiplicite. Observons que la suite ^Afxiz) est 

decroissante, en effet, C ^^(z). On pose 

Sx ■= {z G V, Tx{z) > O}. 

On a bien £x C X. 

Theoreme 3.4.1 SoientV une variete complexe, U un ouvert relativement compact 
de V et X un sous-ensemble analytique de V. Soit f : U —> V une application 
holomorphe propre de degre topologique dt > 1- Alors £x est le plus grand sous- 
ensemble analytique de X qui est totalement invariant par f, c.-d-d. f~^£x = 
£x n U. En particulier, 

£x = {z G V, rx(z) = 1 } = {z G y, Mx{z) = d^ pour tout n > O}. 

Posons pour tout 6 reel 

£x{0) ■= {z G V, Tx(z) > 0}. 

Soit T un ensemble analytique irreductible immerge dans V. On pose 

A/n fm) 

A/5(r) := minA/'x(z) et tx(T) := lim ^ 
zeT n^oo (i[ 

Observons que Afx{T) < Afx{z) pour tout z G T et qu’on a egalite en dehors 
d’un sous-ensemble analytique propre de T. Ceci se voit aisement sur le graphe de 
I’application (/, P,..., P). 

Lemme 3.4.2 Pour tout 0 strictement positif, £x{0) est un sous-ensemble analy¬ 
tique de X. 

Preuve — La fonction z Nx{z) est semi-continue superieurement au sens ou pour 
tout 0 reel, {z, A/5(z) > dp} est un sous-ensemble analytique de V. Par suite, 
pour tout 0, {tx(z) > 0} est un sous-ensemble analytique de V car tx est la limite 
decroissante des dpMx- Si 0 > 0, on a {rx(z) > 0} C X. C’est done un sous- 
ensemble analytique de X. 

□ 

Demonstration du theoreme 3.4-1 — L’ensemble £x des points z tels que /~"'(z) C X 
pour tout n > 0, est le plus grand sous-ensemble analytique totalement invariant de 
/ contenu dans X. II est clair que £'x C £x- Montrons que £x = £'x- Sinon d’apres 
le lemme 3.4.2, on pent choisir une composante irrMuctible T de £x qui verifie 

1 . T(^£'x. 
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2. 9q := tx{T) est maximal parmi les T qui verifient 1. 

La condition 2 est realisable. En effet, si x G X, tx{x) est la moyenne des valeurs 
de Tx snr les images reciproques de x; si x 0 X, tx{x) = 0. Pour tout x G P on a 
done fi^Tx > dtTx- Par consequent, on pent se limiter a la famille des composantes 
T rencontrant U et qui vCTifient tx{T) > O'q avec un 0 q > 0. C’est une famille non 
vide quand O' est assez petit; elle est finie car U CCV. 

Soit X un point g&CTique de T. On a tx{x) = tx{T). Le nombre 6 q = tx{T) 
etant maximal, on a r(xi) < r(x) pour tout Xi G f~^{x). D’autre part, on a 
f*Tx{x) > dtTx{x). Par suite, r(xi) = r(x) et done f~^{x) C X n£x{0o)- On en 
dMuit que f~^{T) C X n £x{0o)- Par recurrence, C X pour tout n > 0. 

D’ou T c£'x- 

□ 

Remarque 3.4.3 Le theoreme 3.4.1 reste valide dans le cas ou U <Z V (sans 
supposer U CC P), P est un ouvert d’une variete algebrique et oil / et X sont 
algebriques. En effet, pour tout 0 > 0,1’ensemble £x{d) defini ci-dessus est algebrique 
et possede done un nombre fini de composantes, ce qui permet d’eviter I’liypottiese 
U CC P. De meme, le theoreme 3.4.1 reste valide pour les endomorphismes 
/ : P —> P d’une variete compacte P. On pent egalement etendre le resultat 
pour les applications meromorphes dominantes d’une variete compacte P dans elle- 
meme. 

Le theoreme suivant generalise un resultat de Briend-Duval pour les endomor¬ 
phismes holomorphes de P^. Le fait que les applications / ne soient pas algebriques 
et done qu’on n’a pas de theoreme de Bezout, nous oblige a utiliser quelques argu¬ 
ments differents. 

Theoreme 3.4.4 Soit f : U —> P une application d’allure polynomiale d’ensemble 
critique C. Supposons que la suite de courants 

^ 1 

Sn ■.= Y.^{rUGr^u.n] 

n=l * 

converge dans V vers un courant S. Alors £ est un sous-ensemble analytique de V, 
totalement invariant (f~^£ = £ nU), contenu dans {a G V,n{S,a) > 1} ou v{S,a) 
designe le nombre de Belong de S en a. De plus, pour toute (p continue, la suite de 
fonctions est localement equicontinue hors de £. 

Remarques 3.4.5 1. En general, on n’a pas £ <Z C. On a seulement, £ C PC„ 
pour n assez grand. II suffit pour le voir de considerer I’exemple 

f{z,w) = {w'^,2z) avec d>2. 
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L’application verifie la condition du theoreme. On a C = {tc = 0} et £1 = {zw = 
0} =PCi. 

2. L’hypothese du theoreme 3.4.4 est satisfaite dans le cas de dimension 1 ou 
lorsque I’ensemble critique C est preperiodique. On verra dans 3.9 et 3.10 des grandes 
families d’applications d’allure polynomiale verifiant cette hypothese. 

Pour simplifier les notations, on suppose que V est un ouvert de C^, = \z\‘^ 

et cu = i ^ dzj A dzj . Pour le cas general, il suffit de recouvrir V par des cartes 
biholomorphes a des ouverts de C^. Pour tout a G lA, la famille des droites passant 
par a est parametree par I’espace projective dont la mesure invariante de masse 
1 est notee 'H 2 k- 2 - Pour tout ensemble connexe et simplement connexe X C P, on 
appelle bonne composante de toute composante connexe de f~^{X) qui ne 

rencontre pas I’ensemble critique de /”■. En particulier, les bonnes composantes 
s’envoient bijectivement par /” sur X. En pratique, X sera une boule ou un disque 
holomorphe. Si A est une droite passant par a, on note le disque de centre a 
et de rayon r dans A. On pose (5n(Ar) := O U-n) O A^] ou les valeurs 

critiques sont comptees avec multiplicite. 

Lemme 3.4.6 Supposons qu’il existe 0 < u < 1 tel que X]n>i ^J'Ors 
/“"'(A^/ 2 ) possede au moins (1 — \/iz)df bonnes composantes de diamHre inferieur 
d an{Xr)/{^/v - v) oil an{Xr) := dj'^ 

Preuve — On montre d’abord par recurrence que /“"'(A,,) possede au moins (1 — 
Yli dj{‘^r))df bonnes composantes. Supposons le au rang n — 1. Notons A”"^ 
bunion des (1 — dj{Ar))d^~^ bonnes composantes de /“"'^^(A,,). On a 

#/(C nu)n A^-i < #r(c n [/_„) n A = Sn{Ar)dl 

Par consequent, f~^{A^~^) contient au moins 

(^1 - 2 6,{Ar)^ dr - dn{Ar)d^ ^ ^ 

disques qui sont des bonnes composantes de /“"'(A^) {i.e. les composantes ne ren- 
contrant pas C). Ceci termine la recurrence. L’ensemble /“"'(Ar) contient done au 
moins (1 — i')d^ bonnes composantes. 

Observons que d^an{Ar) est I’aire de /“"'(A^). II y a done au plus {y/v — 
n)df composantes de /“"'(A^) dont I’aire est superieure a an{Ar)/{y/v — v). Par 
suite, f~^{Ar) possede au moins (1 — ^/n)d'^ bonnes composantes d’aire inferieure 
a an{Ar)/— u), et qui tend done vers zero. 
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Soient A” une telle composante et f~"' : —> A” I’inverse de La formule 

de Cauchy entraine que le diametre de /“"'(A^/ 2 ) est inferieur a an{Ar)/{V^ — ^)- 
Dans le cas ou V n’est pas un ouvert de C^, la famille des applications holo- 
morphes de A^ dans U est normale. II en resulte que les valeurs adherentes de la 
famille des sont des applications constantes. On pent done appliquer la formule 
de Cauchy sur les cartes de 1/ et on a une majoration du diametre de /“"'(Ar/ 2 )- 

□ 


Proposition 3.4.7 Soit a ^ V. Supposons que le nombre de Lelong de S en a 
verifie 0 < n := < 1. Alors, pour tout n > 0 et toute boule Br de centre 

a et de rayon r suffisamment petit, il existe au moins ci{v)d^ bonnes composantes 
de diametre inferieur a C 2 {i')\/ an{Br) oil an{Br) := df^ A 

etci, C 2 , du sont strictement positifs. De plus, ci, C 2 dependent continument 
de u et limi^^o Cl (z^) = 1. Si n = 0 pour tout e > 0, pour r suffisamment petit, il 
existe (1 —e)d” bonnes composantes de f~^{Bsr) de diametre inferieur a C 2 y^an{Br) 
oil 5 et C 2 sont strictement positifs, dependants de e. 


Preuve — Rappelons que le nombre de Lelong de 5 en a est defini par 

1 


v{S, a) := lim 




S Aui 


k-l 


’B,. 


Oil Cfc-i designe le volume de la boule unite de Posons hi := z^(l — z^)/3. Si 

la boule Bj. est suffisamment petite, par definition du nombre de Lelong, la masse 
de S dans Br est inferieure k {u + hi)cfe_ir^^“^. On note iF' la famille des droites 
A, passant par a, telles que la masse de la mesure S' O A dans Br soit inferieure a 
v' := V + 2hi. Par tranchage. 


n2k-2{iF') > 1 


V + 5i 

V + 2hi 


hi 

V + 2hi 


=; 2h'. 


On note T la famille des droites A G .F' telles que la masse de df"'(f^)^co sur An Br 
soit inferieure a := h ~^cf^-^^r~^^^'^an{Br). Par tranchage, 7 i 2 k- 2 {d^) > 1 — hh 
Fixons A dans T. D’apres le lemme 3.4.6, /“"'(A^/2) possede au moins (1 — 

\fi/)df bonnes composantes de diametre inferieur a In := a'n/{\/D - v'). No¬ 

tons ai,..., Um les points de f~"'{a) et Tj la famille des droites A ^ T telles que 
/“"'(A^/2) possede une bonne composante de diametre inferieur a In passant par Uj. 

On am < df, U2k-2{iFj) < U2k-2{fF) et Y.'^2k-2{fF,) > - ^•)dfn2k-2{T). On 

en deduit facilement que la famille suivante est de cardinal au moins (1 — \i^)df: 

An :={aj, H2k-2{Fj) > (1 - ^')'H2k-2{F)]. 
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La preuve de la proposition est completee grace au lemme suivant applique au fonc- 
tions coordonnees des inverses de /”■. (Le cas = 0 se traite de fagon semblable en 
prenant (5i > 0 assez petit). 

Lemme 3.4.8 (Q, Soit Tj une famille de droites passant par a. Supposons 

que 'H 2 k- 2 [^j) > > 0. Alors toute fonction g holomorphe au voisinage de 

Tj n B^I 2 se prolonge en fonction holomorphe dans la boule Be plus, 

sup |fi(| < sup Is-I. 


□ 


Lemme 3.4.9 Soit 0 < i/ < 1. Supposons a £ V avec i'{S,a) < v. Soit une 
valeur d’adherenee de la suite {gfC). Alors /i“ est egale a la somme de deux mesures 
positives pf et /i“ oil est de masse au moins ci(iy) et est absolument continue par 
rapport a p. En particulier, on a S C PCoo- 


Preuve — Soit p°‘ = pf + p^ la decomposition de Lebesgue de /r“ avec p’^ « p. Soit 
une fonction test de classe C^. Soit Br une boule verifiant les proprietes de la 
proposition 3.4.7. Posons B := Bs^j. et soit B"' la famille des bonnes composantes 
de f~'^{B). Notons Bf ces composantes, f~^ : B —> Bf les inverses de /”■ pour 
z = 1, ..., et p^ := ou zf := f~^{z) H B^. Fixons une suite croissante 

(ui) telle que pf. tende vers p°‘ et /i“. tende vers une mesure fP. Le cardinal dn de 
B^ verifiant ci{iy)df < < d”, la masse de pf. est plus grande ou egale a ci(zz). 

La famille des applications est equicontinue car U est Kobayashi hyperbolique. 
Posons pour tout z £ B 


'^niz) 


1 


i=l 


La fonction etant de classe et la famille des applications etant equicontinue, 
il existe une constante c > 0 telle que “ '0(/r”('^))l — *^1® “ Pour tous 

z et n. Par consequent, 

\'4)n{a) - '4ln{z)\ < c|o - z\. 

Pour toute valeur d’adherence p^ de la suite {Pn.) on a | J ijidp'^ — f ijidp^l < c|a —z|. 
En particulier, p^ /z“ quand z ^ a. Si z 0 ^ on pent d’apres la proposition 

3.2.5, supposer que p^. ^ p et done la mesure p — p^ est positive. En prenant z ^ a 
et z £ B\ on a que p — p°‘ est positive. Ceci implique que la masse de pf (qui 
est minoree par la masse de fp) est superieure ou egale a ci(z^). 
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Si a 0 PCoo, en utilisant la formule de Poisson-Jenssen, on vCTifie facilement que 
v{S,a) = 0. Utilisant le meme raisonnement et la proposition 3.4.7, on montre que 
la masse de est egale a 1. Par consequent, //“ = /i et done a ^ S. 

□ 


Lemme 3.4.10 Soit Xy I’ensemble (analytique) des points z G V tels que v{S,z) > 
V avec 0 < n < 1. Alors pour a 0 £xy, toute valeur d’adherence de la suite (//“) 
est egale a la somme de deux mesures positives et ou est une mesure de 
masse au moins ci{n) et est absolument eontinue par rapport d fx. 


Preuve — Le fait que Xy soit analytique r&ulte du theoreme de Siu |Q. Dans notre 
cas, on pent montrer facilement qu’il existe no assez grand tel que Xy C PCno- Soit 
la partie reguliere de //“ par rapport a fi. Fixons un e > 0. II suffit de montrer 
que la masse de est plus grande ou egale a (1 — e)ci(n). D’apres le lemme 3.4.9, 

il reste a trailer le cas a G Xy. Puisque a 0 £xyi d’apres le theoreme 3.4.1, on a 
TXy{a) = 0. Observons que 


1 - TXy (a) = 1 - lim 




Xy 


d? 


"f^^Xy (®) 


jn—1 




E 

n=l 


oo - 

^{d^y^{o)) \ 


n=l 


Dans la suite, on considere une somme partielle de la derniere serie de gauche. II 
existe un entier Nq, des entiers positifs Uj < Nq, des points Oj G /“"'^(a) \ Xy (les 
Uj ne sont pas a priori distincts) et bi G f~^°{a) n Xy vCTifiant 

1. l-e<Edr^ <1. 

2. ti%, = + EK]- 

On a done 

..a _ ^X^jN-No bi 

h'N — [Z^ h-N-rij + hx-No ' 

On choisit une suite croissante (Ni) telle que (resp. converge vers 

une mesure (resp. vers /u“) quand i —> oo. D’apres le lemme 3.4.9, puisque 
i'{S,aj) < n, on a avec absolument continue par rapport a fx et 

de masse au moins ci(n). Soit g := dj ■ Alors est absolument continue 
par rapport a /r et sa masse est plus grande ou egale a (1 — e)ci(n). La masse de 
(qui est minoree par cede de /i“^) est done plus grande ou egale a (1 — e)ci{iy). 

□ 
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Fin de la demonstration du theoreme 3.4-4 — Posons £n ■= ^PC„- Observons que 
si a G Sn et est une valeur adherente a la suite (//“) alors = 1 et done 

^ car /u(PCoo) = 0; si a 0 \j£n, on peut appliquer le lemme 3.4.10 avec p —> 0. 
Done S = Un>i deduit que f~^{S) = S nU. 

Soit := {a G V, iy{S,a) > u}. Alors pour tout u > 0, est un sous- 
ensemble analytique de V contenu dans PCoo- Done C F = Montrons 

que Fxi = F. Sinon, il existe n > 1 et a G <5^ \ Fxx avec iy{S,a) < 1. Soit une 
valeur d’adherence de la suite On a fJ.°'{Fn) = 1, car Fn est un ferme totalement 

invariant et done //“(PC^) = 1. D’apres le lemme 3.4.10, on a ^“(PC„) > ci{v) > 0. 
La mesure /r“ etant absolument continue par rapport a on a //(PC„) > 0. C’est 
la contradiction cherchee car // ne charge pas les ensembles postcritiques, puisque 
log J est /i-integrable. 

□ 


3.5 Points periodiques repulsifs 


Sous la meme hypothese qu’au paragraphe precedent, nous allons montrer la densite 
des points periodiques repulsifs dans le support de la mesure d’equilibre. 


Theoreme 3.5.1 Soit f une applieation verifiant les hypotheses du theoreme 3.4.4- 
Notons Vn I’ensemble des points periodiques repulsifs d’ordre n de f qui apparti- 
ennent a supp(/i). Supposons limsupd^"^P„ < 1. Alors les points periodiques 
repulsifs de f sont equidistribues sur le support de qi, c.-d-d. que la suite de mesures 


:= 


■E 

CL^l^n 


da 


eonverge vers /r. 


Preuve — La demonstration reprend des idees deja utilisees par Briend-Duval |^] 
pour demontrer le meme resultat pour les endomorphismes de P^. On pose X := 
V \ Un>o/~”(^Ooo)- Puisque p, ne charge pas I’ensemble postcritique, X est de 
mesure totale. On considere 

X .— — (^X—fi)n>0^ f(X—n) — n+l} 

I’espace des prehistoires. La mesure p, et I’application / se remontent en mesure 
fi sur X et une application /. La mesure fi est melangeante pour /. Notons vr la 
projection canonique de X dans X, i.e. 7r((x_n)) := xq et a := f~^ le decalage a 
gauche de X, i.e. a(x) = (x-n)n>i- Notons la branche inverse de /”■ vCTifiant 
/^"■(xq) = X-n- Pour tous (5 > 0 et c > 0, on pose 

Es,c ■= est definie sur il(xo, 25), 

diam(Zj"'(B(xo,25))) < c\Jdk-i^nd'f'^]. 
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D’apres la proposition 3.4.7, {Jsc^s,c = X- 

Pour tout borelien B de V, on note B := 7r~^{B) et Bs^c ■= B n Es^c- Posons 
fJ‘5,c ■= On a ^5,c(^) = HBs^c)- 

Par hypothese, toute valeur d’adherence e de {un) est de masse an plus 1. Pour 
montrer que v = fi, il suffit de comparer u et Soient x G 7r(£^5 c) et r > 0, e > 0 
assez petits tels que r + e < 6. Dans la suite, on considere uniquement les boules 
fermees. II nous suffit de montrer que 

(1 - e)ns,ciB{x, r)) < u{B{x, r + e)). 

La mesure /I etant melangeante, on a pour n assez grand: 

{1 - e)ns,c{B{x,r))iJ,{B{x,r)) = {I - e)Jl{Bs,c{x,r))iJ,{B{x,r)) 

< 'fl{a'^{Bs,c{x,r))r\B{x,r)) 

< iJ,{Tr{a'^{Bs,cix,r)))nB{x,r)) 

Observons que pour tout x G Es^c, f^"'{B{x,r + e)) est de diametre inferieur a e 
des que n > no uniformement en x. De plus, si cette composante rencontre B{x,r), 
elle est contenue dans B{x,r + e). D’apres le theoreme du point fixe, elle contient 
exactement un point periodique repulsif dont la periode divise n. Notons E{x,r) la 
famille de ces composantes. On a 

(1 - e)ixs,c{B{x, r))fi{B{x, r)) < ;u(|J B) avec B G E{x, r) 

< ^^^{B{x,r + e))#E{x,r) 

< iyn{B{x,r + e))iJ.{B{x,r + e)). 

Faisant tendre e vers 0, on obtient n > fis,c et done lim = fi. 

Nous terminons la preuve par la remarque suivante. II suffit de considerer les 
boules B{x,r + e) rencontrant J^. Puisque Jk est totalement invariant, toute com¬ 
posante de I’image reciproque de B{x,r -|- e) rencontre Jk- Par suite, les points 
periodiques repulsifs obtenus ci-dessus sont dans Jk- 

□ 


Remarque 3.5.2 Si on ne suppose pas limsup < 1; on pent montrer qu’il 

existe des ensembles de points periodiques repulsifs dont I’ordre divise n tels que 
la suite de mesures 


1 

df 




converge vers ^- 
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Donnons des exemples ou on pent majorer le nombre de points periodiques 
d’ordre n. Soit / : une application polynomiale propre. On dit que 

I’infini est attirant si pour tout R > 0 assez grand, \f'^{z)\ oo uniformement 
sur \ B{0,R) oil B{0,R) designe la boule de rayon R centree en 0. On definit 
rensemble de Julia rempli par 

JC:= {z G C^, {nz))^^Q bornee}. 


Proposition 3.5.3 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale, V etant 
un ouvert de C^. Supposons que le diametre diam(/C) de JC est strictement plus petit 
que maxag^ dist(a, 5?7). Alors pour n assez grand, f possMe exactement d” points 
periodiques (comptes avec multiplicite) dont la periode divise n. En particulier, ceci 
est vrai pour toute application polynomiale propre f : telle que I’infini 

soit attirant et /C / 0. 

Preuve — Soit 6 G /C tel que dist{b,dU) = maxaG^C dist(a, 9?7). On a pour e > 0 
assez petit et pour z G dU-n-i avec n assez grand 

\r{z) - z - iriz) -b)\ = \z-b\< diam(/C) + e < \r{z) - b\ 

car /^(z) G dU. On pent done appliquer le theoreme de Rouche; le nombre de 
solutions de /”(z) = z est egal au nombre de solutions de /""(z) = b. 

Si / : est une application avec I’infini attirant et /C / 0, on choisit 

U une boule assez grande et le raisonnement ci-dessus est vrai pour tout n assez 
grand. 

□ 

Proposition 3.5.4 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale. Sup¬ 
posons que U est holomorphiquement contractible dans V, c.-d-d. qu’il existe h : 
[0,1] X ?7 —> V continue, hit, .) holomorphe sur U avec h{0, z) = p et h{l, z) = z 
pour tout z G U. Alors le nombre de points periodiques dont la periode divise n est 
egale a d^ pour tout n > 1. 

Preuve — Observons que le nombre de solutions de I’equation f^{z) = h{t,z) avec 
z G U-n ne depend pas de t G [0,1]. Pour t = 0, le nombre de solutions est egal a 

d?- 

□ 
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3.6 Exposants de Lyapounov 

Sous les hypotheses des paragraphes 3.4 et 3.5, nous avons une minoration suivante 
des exposants de Lyapounov de / qui generalise le resultat de Briend-Duval pour 
les endomorphismes de P^. 

Theoreme 3.6.1 Soit f une application verifiant les hypotheses du theoreme 3.4-4- 
Alors les exposants de Lyapounov de f sont superieurs ou egaux d ^ log{dt/dk_i). En 
particulier, Us sont tous positifs ou nuls et Us sont strictement positifs si dk-i < dt- 

Preuve — Fixons A tel que 0 < A < dt/dk-i- H existe une constante c > 0 telle que 
dk-i,n < c\~'^d2 pour tout n > 1. On pent supposer E C C”. Pour le cas general, il 
suffit de recouvrir JC par une famille finie d’ouverts biholomorphes a la boule unite 
de C^. On a vu dans la proposition 2.3.4 que les exposants de Lyapounov existent 
et sont constants. Le plus petit exposant de Lyapounov est calcule par la formule 

Amin := - lim - / log ||(D/'')"^||d^. 
n—>oo n J 

D’apres la proposition 3.4.7, on pent choisir une famille finie de boules disjointes Bi, 
..., Bm et des nombres reels positifs assez petit e, 5 vCTifiant les proprietes suivantes: 

1. /r(Bi U ... U Bm) > 1-5/2; 

2 . p{dBi) = 0 ; 

3. II existe un c' > 0 tel que pour tout n > 1, chaque Bi admette au moins 
{1 — e)df branches inverses de /” de diametre infadeur a c'A“”/^. Notons 
B~p les images de ces branches. 

On choisit les boules Bi CC Bi telles que /u(Bi U ... U B^) >1 — 6 . Posons 
B~p := f~'^{Bi) n B~p. Puisque /"■ envoie injectivement la composante qui 
est de diametre inferieur a dans Bi, on a que ||(D/’^)“^|| < sur B~p 

avec un c > 0. Soit M > 0 un majorant des valeurs propres de D/ sur /C. On en 
dMuit une minoration de la plus petite valeur propre de D/ sur /C: 

||(D/")-^||-i > det(D/")M(-^+^)’" = 

oil Jfn est le jacobien reel de /”. Posons En ■= P\U due ^(Ui j ^7^) — 

(l-e)(l-5). D’oii /i(£'n) < l-(l-e)(l-5) et done p.{f~%En)) < l-(l-e)(i-5) 
pour s > 1. Comme —/logJd/r < oo, pour tout e' > 0, on a — JglogJd/U < e' 
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lorsque 6, e sont assez petits et fi{E) < 1 — (1 — e)(l — J). On a les estimations 
suivantes en utilisant I’inegalite sur |J : 


1 /■ 1 rn 

log||(D/’')"^||d|U > - - log A-log c 


n 


+ 


n 12 


— log J/n -{k- l)logM 



d;U 


> 


^ log A - - log c 
2 n 


(l-e)(l-5) + 


+ 


J o dfi-{k - 1) log Mn{En) 


= a-e)il-6) 


1 log A - - log c 

2 n 


+ 


+ 


\ ^ ^ r 

^Og Jdn-{k - 1) log Mfi{E„ 


s = 0 Jf-‘(En) 

1 




log A-log c 

2 n 


et done 


Amin 


---(fc-l)logM[l-(l-e)(l-,5)] 

~ ~ log A - ^ - (A: - 1) log M [1 - (1 - e)(l - 5)]. 


Faisant tendre e', e et J vers 0, on obtient Amin > ^ log A. On en dMuit que Amin > 
I log{dt/dk-i)■ D’apres la proposition 3.3.1, on a Amin > 0. 

□ 


3.7 Cas de dimension 1 

Soit / : U —> V une application a allure polynomiale de degre d* > 2 ou F est une 
surface de Riemann ouverte et 17 CC R est un ouvert de V. Lorsque U et V sont 


simplement connexes, Douady-Hubbard |15] ont montre que / est conjuguee a un 
polynome de degre dt par un homeomorphisme holderien. Independement de cette 
approche, nous allons donner quelques resultats de nature metrique sur la mesure 
d’equilibre fi. Dans un tres joli article, |@, Mane a etudie les propriety metriques 
de la mesure /r pour les applications rationnelles de P^. La formule donnee au point 
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4 du theoreme ci-dessus se trouve dans |Q pour les applications rationnelles. Elle 
est due a Manning |M] pour les polynomes a une variable. 

Posons Mn := l/supj^^ |(/"')'(z)|. Les dependent de la metrique choisie pour 
V. La suite decroit vers une constante M > 0. On verifie facilement que M ne 
depend pas de la metrique. 


Theoreme 3.7.1 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale de degre 
dt > 2 oil V est une surface de Riemann ouverte et U est un ouvert relativement 
compact dans V. On note fi la mesure d’equilibre et 1C Vensemble de Julia rempli 
associes d f. Soit a un nombre reel tel que 0 < a < log d*/log M. Alors 

1. Tout potentiel G de la mesure fi est holderien d’ordre a. 

2. Pour tout disque B{x,r), on a fi{B{x,r)) < cr°‘ ou c > 0 est une constante. 

3. L’entropie de f est egale a logdf = ti^(/). 

4- Si HD(/i) designe la dimension de Hausdorff de pL on a 

1 ^ Jlog|/|d/i ^ /log|/|d^ ^ ^ 

HD(/x) h^(/) logdi 


En particulier, la mesure p, verifie les hypotheses des des theoremes 3.4-4^ 3.5.1, 
3.6.1; elle est approximable par les points periodiques repulsifs. 


Preuve — 1. Quitte a remplacer / par /” et U, V par U-m-n-i, U-m-n pour n et 
m assez grands, on pent supposer que a < ao := log d*/log Mi. Soit G un potentiel 
de p dans V. C’est une fonction sousharmonique dans V et harmonique en dehors 
du support de p. En particulier, elle est harmonique sur V\IC; elle est done bornee 
sur U \ ?7_2- Observons que df^G o f est un potentiel de df^ f*p = p dans U. Par 
consequent, il existe une fonction harmonique u dans U telle que pour w G U on ait 


, G{f{w)) , . 

G(w) - ^ , ” = u(w). 

dt 


On en deduit par iteration que sur U-n-i 


G{w)- 


G(rH) 


dp 


n—1 

E 

1=0 


u{fHw)) 


4 


(5) 


Soit ^ > 0 une constante telle que |G| < A sur U \ U 2 et |n| < A sur [/_ 2 . On a 
|G(/”(rc))| < A lorsque w G U-n -2 \ L^-n-s- H r&ulte de la relation (5) que pour 
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W e U-n-2 \ U-n-3 on a 


n—1 


\a(y>)\<^ + A^j<3A. 

j-o 


La fonction G est done bornee dans U\IC. Par semi-continuite, cela entraine que G 
est bornee dans U \IC. Pour w G dIC, en passant a la limite, on obtient 


OO 


G{w) = Y, 

3=0 


uiPjw)) 

4 


Done est eontinue. D’apres p.53], G est eontinue sur V. 


Montrons que G est holderienne d’ordre ao- On a Mi = Solent w et w' 

deux points suffisamment proehes de 1C. Supposons que w G U-n et w' G U-m avee 
m > n. On a pour tout 0 < s < n 


G{w) - G(w') 


G(r(w))-G(r(w')} 

df 


s-l 




u(PM) -u(p(w')) 

di 


Posons 6 := \w — w'\ et N := log(l/d)“°/logdf (en principe, nous devons prendre 
N la partie entiere de log(l/(5)“°/logdt, eet abus ne ehange pas le resultat). On a 
Nous distinguons trois eas. 

Dans le premier eas, on suppose n > N. En prenant s = N, on a pour des 
eonstantes c > 0 et c' > 0 

|G(u;)-G(u;')l < 


< 

Pour les autres eas, soit n tel que w G U-n \ U-n-i- On pent eneore supposer 
m> n. Notons p{'w) la distanee de w a JC. On pent suposer p{w) < 1. 

Dans le deuxieme eas, on suppose que n < N et que de plus {w — w'\ > p{w)/2. 
Observons que pour wq G JC on a 


N-l 


1 5Mi 


= c 


N-l 

+6 Y 


3=0 


c + (5 




_ 1 

S N - 


= C + 


6°° -S 


^(l-oo)/ao _ ^ 


Co < \r{w) - nwo)\ <\w- Wo\M^ 
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pour un Co > 0. Done 

Pjw) y J_ , 1 < ( pH 

CO “ Mf df “ V CO 

En prenant s = n, comme dans le cas precedent, on obtient pour des constantes 
c > 0 et c' > 0 

|G('«;) - G{w')\ < c - c{p{w)°‘° + (5“°) < c'\w - 

Avant de trader le dernier cas, observons que pour tout rci e U-m \ U-m-i et 
W 2 £ U-n 2 \ U-n 2 -i tels que Irci — W 2 \ = piwi) on a |rci — W 2 \ > p{w2)/2. On utilise 
les estimations precedentes pour w := wi et w' := W 2 si ni > n 2 ] pour w := W 2 et 
w' := wi sinon. On obtient |G(r(;i) — G{w 2 )\ < cHi “ W 2 \°‘°- 

Supposons maintenant que n < N et \w — w'\ < p{w)/2. La function G{z) — G{w) 
est liarmonique dans le disque de centre w et de rayon p{w). D’apres le principe du 
maximum, \G{z) — G{w)\ est majore par c'p{w)°‘° sur ce disque car e’est le cas sur 
le bord du disque. Grace a la formule de Poisson, on majore la derivee de G sur le 
disque de rayon p{w)/2 centre en w par cp{w)°‘°~^ avec un c > 0. On a 

\G{w) — G{w')\ < c\w — w'\p{w)'^°~^ < c\w — w'\^°. 

2. De fagon classique, on considere une function C°°, positive x egale a 1 sur 
B{x,r) et a support dans B{x,2r) dont le Laplacien est majore par c'/r^ sur r < 
\z — x\ < 2r avec c' > 0. On a pour une constante c > 0 

p{B{x,r)) < j xdp = J xiz)dd^G{z) = j xiz)d(f{G{z) - G{x)) 

= j ^x(G(z) - G(x)) < cr^. 

En particulier, en tout point x, on a limsup^^o log c))/log r > a. 

3. C’est une consequence du theoreme 3.3.2 car toute surface de Riemann ouverte 
est une variete de Stein. 

4. Rappelons que la dimension de Hausdorff d’une mesure de probabilite 

p, est par definition la borne inferieure des dimensions de Hausdorff des boreliens 
X tels que p{X) = 1. On verifie facilement que lorsque limr^olog/i(i?(x,r))/logr 
existe et est constante /r-presque partout alors elle est egale a HD(/r). Mane a 
montre que dans le cas des applications polynomiales de C, on a 

log/r(R(x,r)) ^ \{f) 

r^o logr flog\f'\dp' 

Sa demonstration n’utilise que le lemme de distorsion de Koebe, elle est valide dans 
notre cadre. 

□ 
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3.8 Families d’applications holomorphes 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriety des endomorphismes qui 
commutent et des endomorphismes dependant d’un parametre. 

Nous avons la proposition suivante qui a ete demontree dans 
morphismes holomorphes de 

Proposition 3.8.1 Soient fi : Ui —> Vi deux applications d’allure polynomiale de 
degre topologique di>2et d’ensemble de Julia rempli ICi pour i = I ou 2. Supposons 
que Ui (resp. U 2 ) contienne IC 2 U /2(/Ci) (resp. /Ci U /i(/C2 )) et que /i o /2 = /2 o fi 
au voisinage de /Ci U /C 2 . Alors I’ensemble de Julia rempli IC 2 (resp. la mesure 
d’equilibre ^2 et Vensemble de Julia de f 2 est egal a celui de fi. 

Preuve — On a /i o / 2 (/Ci) = f 2 ° /i(/Ci) = / 2 (^i)- Done / 2 (/Ci) C /Ci et par suite 
/Cl C IC 2 car K ,2 est le plus grand compact invariant par / 2 . De meme, /C 2 C /Ci. 
Done /Cl = /C 2 

Soit D une forme de volume de masse 1 a support dans un petit voisinage de 
/C := /Cl = /C 2 . D’apres le theoreme 3.2.1, la mesure tend vers fii quand 

n —> 00 . On en deduit que tend vers Comme fi et /2 

commutent, on a 

d2d^ dsd? ■ 

La derniere mesure tend vers /ii car d^^ est egalement une forme de volume 
de masse 1. Par consequent, = d-i- D’apres la proposition 3.2.5, pour 

toute function cp p.s.h. au voisinage de /C on a f (pd/j-i < f (fd/22- De meme, on a 
f p>dp,2 < f (fid/ui- On en dMuit que = pL2 et done Jl = J^. 

□ 

Theoreme 3.8.2 Soit V une variete S-convexe. Soit T un espace metrique. Soit 
Us) sgr une famille continue d’applications holomorphes propres de degre topologique 
dt > “2:, fs ■ Us — ^ Vs eLvec Vs V V. On suppose que pour tout compact Pq C P, 
Utq C Vtq ou 

Uto ■= {(■5,2;) G Po X P, z G Us} 
et 

Pro := {(s,^) GPo X P, zGVs}. 

Si I’ensemble exceptionnel Ssq de fs^ est contenu dans son ensemble postcritique 
d’ordre infini alors I’application qui associe a s la mesure d’equilibre pis de fs est 
continue en sq- 


141 pour les endo- 
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Preuve — Fixons une forme kahlerienne to = dd‘^<k dans V. Notons Jg le jacobien 
reel de fg pour la metrique consideree. Notons egalement Mg la famille des mesures 
de probabilite i^g de Ug qui verifient /gi^g = dtVg et Jlog J^dz/^ > logdj. 

VCTifions que := UseFo ferme pour la topologie vague. Soit Sn sq 

et soit V un point d’adherence de la suite (z^s„) C Myq. On a fg^v = div. II 
suffit de verifier que Jlog J^pdi/ > logdt. Posons pour tout m G M"'', hg^rn{z) ■= 
max [log Jg{z),—m). On a f hg„^m(ii'g„ > logdt- Montrons que f hgg^mdi' > logdt- 
C’est le cas, car les applications (fg) etant holomorphes, la famille de fonctions 
(hg^m)sGro est uniformement continue sur les compacts. 

Soit maintenant i/ = lim/Ug^ avec ^ sq. On sait que € Mg^. Si Pg^ est 
contenu dans I’ensemble postcritique de fg^, alors I'i^gg) = 0 puisque logJ^^ est 
i/-integrable. II en resulte que d^"'[f^^)*u fig^ et done u = fig^ car = dti^. 

□ 


Proposition 3.8.3 Soit A une variete complexe connexe. Soit [fg)g£A une famille 
holomorphe d’applications holomorphes de degre topologique dt > 2, satisfaisant aux 
hypotheses du theoreme 3.8.2. Notons I’ensemble critique de fg. Soit [s,z) 
ip{s,z) une fonetion p.s.h. eontinue d I’image dans [—oo,+oo[ definie dans 

lA := G A X P, z G Ps}. 


Si la fonetion 



ip[s,z)dfig{z) 


n’est pas identiquement egale d —oo, elle est p.s.h. En partieulier, lorsque V est un 
ouvert de C^, la fonetion 


/ k 

log JgdqLg[z) = 2 ^ Aj(s) 

2=1 

est p.s.h. oil les \i{s) sont les exposants de Lyapounov de fg. Si, de plus, CgCilCg = 0 
pour tout s G A alors h{s) est pluriharmonique dans A. 


Preuve — On pent supposer que est bornee. Soient sq £ A et ^ so- Si /is„ ^ v, 
ff^u = dtii. D’apres le lemme de Hartogs pour e > 0, on a 


j ip{s,z)dng < 


j [p[so,z) + e)dpg. 


Done 


limsup j ip{s,z)diJ,g < limsup / ((/^(so, 2 ^) + e)d//s 

S^SQ J 

= [ [p[sQ,z) + e)dv. 


S^SQ 
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En utiliant la proposition 3.2.5, on a 


limsup(^(s) = 

S^SO 


< 


lim sup 

S^SO 


ip{s,z)diJ,s < 


J ^iso,z)dfiso = <fiso). 


(p{so,z)di' 


Done ip est semi-continue superieurement. 

Notons 

Ua ■■= {(s,^) G A X E, z G Us}. 
Soit F : Ua —> A X E avec F{s,z) := {s,fs{z)). Posons 


U{s,z) := hmsup——— 

\ n—*oo Clf 

C’est une fonction p.s.h. D’apres le lemme 3.2.2, elle est independante de z, z) > 
ip(s) et 7 /^( 3 , z) = ip(s) quasi-presque partout. Comme ip est semi-continue super ieurement, 
on a ip(s) = 'ip{s, z) partout, elle est done p.s.h. 

Lorsque E est un ouvert de C^, la fonction log est p.s.h. et ^Us-integrable. 

On pent done appliquer la propriete prouvee ci-dessus a cette fonction. Si, de plus, 

Cs n /Cs = 0 pour tout s G A, h{s) est pluriharmonique car log Jg I’est au voisinage 
de ICs- 

□ 



Corollaire 3.8.4 Soit {fs)seA une famille holomorphe d’applications a allure poly- 
nomiale de degre dt > 2, fg : Ug —> Vs, Ug CC E^ et Vg CC C. Alors la fonction 
s l/HD(^s) est sous-harmonique. 

Preuve — On a vu dans le theoreme 3.7.1 que 

1 ^ Jlog|/'|d^s 

BD{p,g) log dt 

La proposition 3.8.3 donne le resultat. 

□ 


3.9 Mesures PLB 

Nous introduisons une classe de mesures dites mesures PLB. En dimension 1, ce 
sont les mesures dont le Potentiel est Localement Borne. Nous etudions aussi les 
applications d’allure polynomial dont la mesure d’equilibre est PLB. On a vu au 
theoreme 3.7.1 qu’en dimension 1 ceci est toujours le cas. 
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Definition 3.9.1 Soit U une variete complexe. Une mesure positive u a support 
compact dans U est appelee PLB si les fonctions p.s.h sont z^-integrables, c.-a-d. 
que pour toute function tp p.s.h dans U on a f (pdi^ > —oo. 

Soient B, V des varietes complexes et f : U —> V un revetement ramifie fini. 
Alors si a est une mesure PLB de V, f*a est une mesure PLB de t/; si est une 
mesure PLB de U, est une mesure PLB de V. 

Rappelons qu’un ensemble E d’une variete V est pluripolaire si pour tout point 
p de V, il existe un voisinage W de p et une function p.s.h u dans W tels que 

LI n IP C {z G IP, u{z) = — oo}. 

II est clair que les mesures PLB ne chargent pas les ensembles pluripolaires. 

Proposition 3.9.2 Soient V une variete complexe et U CC V un ouvert. Soit v 
une mesure PLB de U d support dans un compact K C U. Alors pour tout p > 1 

1. II existe une constante c > 0 telle que pour toute fonction p.s.h xjj dans U on 

ait IIV’IIlih < c||V’||LP(f/)- 

2. II existe une constante 0 < c < 1 telle que pour toute fonction V’ p.s.h dans V 
et satisfaisant f f:du = 0, on ait sup^ xf < csupy xp. 

Preuve — 1. Si la propriete 1 n’est pas verifiee, il existe des fonctions xpj, p.s.h sur 
U, f = 1 et ||V'j||LP(f/) ^ L’inegalite de sous-moyenne implique que pour 

tout compact IP de t/ on a xpj < cwj~‘^ sur IP ou cw > 0 est une constante. Posons 
xp := La fonction xp est bien definie, p.s.h dans U et f xpdv = —oo. C’est la 

contradiction recherchee. 

2. La famille T des fonctions xp p.s.h dans V verifiant f xpdi^ = 0 et xp < 1, est 
relativement compacte dans Lj}|^(P). D’apres la propriete 1, la fonction identique- 
ment nulle n’est pas dans I’adherence de la famille {xp — 1., xp £ E}. Par suite, la 
fonction identiquement egale a 1 n’est pas dans I’adherence de E. Ceci implique la 
propriete 2. 

□ 


Le resultat suivant qui justifie la terminologie choisie; 

Corollaire 3.9.3 Soit u une mesure a support compact et PLB dans un ouvert 
borne IP de C^. Soit xp une fonction p.s.h dans C^. Alors la fonction G^{z) := 
f xp{z — C)dz^(C) est p.s.h et localement bornee dans C^. En particulier, une mesure 
u d’une surface de Riemann ouverte est PLB si et seulement si elle est a potentiel 
localement borne. 
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Preuve — II est clair que est p.s.h. On pent supposer que W est la boule -6(0, R) 
de centre 0 et de rayon -R > 0. Solent r > 0 et W := 6(0,-R + r). Posons 
Ws '■= {s — z, avec z G W}. D’apres la Proposition 3.9.2, il existe une constante 
c > 0 telle que si |s| < r on ait 

10^(5)! < IIV'(s-C)IIlih <c||V’(s-C)IIli(w) 

Done est bornee dans la boule de centre 0 et de rayon r. 

Considerons maintenant une mesure v d’une surface de Riemann ouverte. On 
pent supposer que v est une mesure a support compact dans C. En prenant ipiz) := 
log 1^1, on obtient G^ un potentiel de u. On a montre dans la premiere partie que si 
u est PLB, son potentiel G^ est localement borne. 

Reciproquement, supposons que u = dd'^G avec G une function sousharmonique 
localement bornee. II suffit d’appliquer |l^, proposition 2.10] dans un ouvert de 
C, qui affirme que les fonctions sous harmoniques sont integrables par rapport a 
v = dd'^G lorsque G est bornee. 

□ 


Fixons p > I. Pour tout c > 0, notons AiciK,U) la famille des mesures pos¬ 
itives v portees par K verifiant H'^HlRi/) < c||V^||lp([/) pour toute function p.s.h -0. 
Observons que I’inegalite | J ipdul < c'||V'||lp(; 7 ) pour c' > 0 implique la condition 
II^/’IIlP;/) ^ c||'i/’||Lp(r/) pour c > 0 convenable. En effet, I’inegalite de sous-moyenne 
implique sup^V’"'" < c"||?/;'''||LP(f/); d’ou 


\'tjj\di'= J {—iIj + 2il;~^)di'< J ipdv 


+ 2 sup 

u 


< c||'!/’IIlp((7)- 


II est clair que AiciK,U) est un compact convexe et que pour toute fonction 0 < 
h < 1 on a hv € M.c{K, U). 

Soient ui,...,Uk des fonctions p.s.h bornees dans U. D’apres I’inegalite de 
Chern-Levine-Nirenberg |l^, pour toute fonction test x > 0 a support compact, 
la mesure xdd‘’’ufc A ... A dd'^ui est PLB. Elle appartient a Aic{K, U) pour un c > 0 
convenable. 

Bedford-Taylor Q ont montre que pour tout compact non pluripolaire K C 
il existe des fonctions p.s.h bornees ui,...,Uk telles que la mesure v := dd^Uk A 
... A dd'^ui soit a support compact et verifie i'{K) > 0. On a done la proposition 
suivante: 


Proposition 3.9.4 Soit (vi) une suite de fonctions p.s.h convergeant dans LP{U) 
vers une fonetion pluriharmonique v. Alors on pent en extraire une sous-suite eon- 
vergeant vers v hors d’un ensemble pluripolaire. 
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Preuve — Quitte a remplacer Vj par vj — v on peut supposer u = 0. Quitte a 
extraire une sous-suite on peut supposer que X] ||lp(! 7 ) < oo. II en resulte que 
pour toute mesure i/ PLB dans un ouvert relativement compact de U, la serie Y2 
converge z^-presque partout. On a done Vj 0 z/-presque partout. Le resultat de 
Bedford-Taylor rappele ci-dessus entraine qu’on a la convergence hors d’un ensemble 
pluripolaire. Belong deja avait observe que dans ce cas I’ensemble { limsupuj < u} 
est pluripolaire. 

□ 

Le theoreme suivant donne des criteres pour que la mesure d’equilibre fj, d’une 
application d’allure polynomiale / soit PLB. Observons que fi est PLB dans U si 
et seulement si elle Test dans V. En effet, (p est ;U-integrable si et seulement si Aip 
Lest. Dans la suite, on suppose que V est de Stein. 

Theoreme 3.9.5 Soit f : U —> V une application d’allure polynomiale. Supposons 
que V est de Stein. Alors les conditions suivantes sont equivalentes: 

1. La mesure d’equilibre p. est PLB. 

2. Pour toute ip p.s.h., {A^ip) ne tend pas uniformement vers —oo. 

3. II existe 0 < C 2 < 1 telle que pour toute ip p.s.h. et n > 0, on ait 0 < 
supf/(A"'+^(/9 — Cip) < C 2 supf/(A"'(^ — Ctp) oil Cip est une constante. 

4 . II existe des constantes A>0et0<C3<l telles que pour toute ip p.s.h. on 
ait ||A-(ddV)||c/ < Ac^llddVIlc/. 

5. Pour toute ip p.s.h., il existe une constante 0 < C 4 < 1 telle que ||A"'(dd^ 99 )||[/ = 
0{cl). 

Notons H le sous-espace des fonction pluriharmoniques dans L^([/) et E sont 
orthogonal. Notons E* I’ensemble des fonctions p.s.h. appartenant a E. Soit (p G 
L^([/) une fonction p.s.h. dans U. On a la decomposition ip = u + v avec u G H 
et V G E*. II existe des applications lineaires Ai ; H —> H, A 2 ; E* —> H et 
A 3 ; E* —> E* telles que Aip = (Aiu -|- A 2 U, A 3 U). D’apres la proposition 3.2.5, on 
a IIA”II < Aci et IIA 2 II < A ou A > 0 est une constante. On a aussi 

A^p> = (A> + A 7 -IA 2 U + A^-^A2A3V + • • • + AaA^-^u, A». 

Nous avons besoin du lemme suivant: 

Lemme 3.9.6 II existe une constante B > 0 telle que pour toute v G E* on ait 
||A 3 u||L 2 (,y) < 5||dd'’u||f/. 
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Preuve — Soit W C U un ouvert contenant U- 2 - Comme V est de Stein, U est aussi 
de Stein. II existe une constante B' > 0 independante de v et un potentiel 'ip de 
dd'^u dans U qui verifie ||'0 ||l2(vf) ^ .B'||dd'^u||[/. D’apres la proposition 3.2.5, A 3 : 
PSH(VF) n L2(IP) —> PSH([/) n L‘^{U) est borne. Done ||A 3 V^||L 2 (f/) < B||dd^u||f/ 
pour B > 0 convenable. D’autre part, puisque A 3 U G E, on a ||A 3 u||L 2 (f/) < 
ll^ 3 V’llL 2 (f/)- On obtient finalement ||A 3 u||l 2 ([/) < i?||dd'^u||[/. 

□ 

Preuve du theoreme 3.9.5 — 1. 2., 3. 1. et 4. 5. sont claires. 

1. 3. On prend c^p := f (pd/u et on pent supposer = 0. D’apres la 

proposition 3.9.2 (appliquee a des ouverts convenables), on a supf/ A(p < supu_^ ip < 
C 2 sup (7 (/9 ou 0 < C 2 < 1 est une constante. On a aussi supj/ Ap > 0 car f Apdp = 0. 

1. 2. et 3. 4. Soient p’ des fonctions p.s.h. verifiant ||dd'’’(^"'||[/ = 1. 

D’apres le lemme 3.9.6, il existe ■0"' telle que ||V’"'||l2(c/) < .B et dd^V’"' = dd'^’A^?"'. 
II existe done une constante C > 0 telle que supjj Aip^ < supf/_^ V’"' < C. D’apres 
le point 1 de la proposition 3.9.2, il existe C' > 0 telle que |c^n| = < C'. 

Posons (jP := Ap)"^ — c^n. On a f (fPdp = 0 et sup(/>"' < C + C. D’apres 3., la 
famille c^”'A”'“^(/>"' est bornee superieurement sur U. On en deduit que la famille 
c^'^A^'cjP est bornee sur V. Puisque f (p'^dp = 0, aucune sous-suite de 0"' ne tend 
uniformement vers — 00 . Par consequent, les courants A^^'^dd'^p^ = c^"'A"'dd'’’(/)”' 
sont de masse uniformement bornee dans U. Ceci implique la propriete 4. 

5. 2. Dans la suite, les constantes Ai, A 2 , A 3 et A 4 sont positives et 

convenablement choisises. D’apres le lemme 3.9.6 et la propriete 5, on a 

||AM|L2(f;) < Ailldd^A-VlIf/ < 

Posons b := f udp, bn ■= f A 2 A^vdp et Sn := 6 + 61 + • • • + 6 n-i- Puisque A 2 est 
borne et A 2 A 3 U est pluriharmonique, on a 16^1 < A 3 C 4 et done la suite (s^) converge. 
On a aussi 

WA'^P — Sn\\lP{U) ^ 11^1'“ “ ^IIl 2(C/) + IIA4 ^A2U — 6i||L2(f/) + 

+ • • • + IIA 2 A 3 — 6n-l||L2(r/) + 11^3^11 

< AM + cl-^ + --- + cl-^ + cl) 

< A4C” 

oil la constante ci est donnee dans 3.2.5, c < c < 1 et c := max(ci, C 4 ). On en deduit 
que p est /U-integrable. Observons que la meilleure estimation est A 4 C"' si ci / C 4 et 
A 4 nc”' sinon. 

□ 
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Corollaire 3.9.7 Soient U <Z<Z V les ouverts d’une variete complexe M, V de 
Stein et f : U —> V une application d’allure polynomiale de degre topologique 
dt > 2. Supposons que sa mesure d’equilibre p. est PLB. Alors pour toute pertubation 
/e : Ue —> K suffisamment proche de f avec CC C W la mesure d’equilibre 
He de fe est PLB. 


Preuve — Quitte a modifier legerement les ouverts V et V^, on peut supposer que 
Ve = V. Soit M > 0 tel que sur U. D’apres le theoreme 3.9.5, il 

existe no > 1 et 0 < c < dt/M tel que pour toute ip p.s.h. on a < 

c||ddVl|- 

Fixons un 0 < a < 1 — cMd~[^. Supposons que soit assez proche de / dans le 
sens ou 


2. /’"o-i(lF) C U. 


On a 


l|A"°ddVllf/ 


d^’^° [ ddV A + 

Jw 

/ dd^p 
Jw 


(y.no)*^fc-l 


< dt^ [ A^°-^dd^p A + a\\dd^p\\u 

Ju 

< M(i-i||A’^o-MdVllf/ + a||ddVllc/ 

< {cMd^^ +a)\\ddJp\\u. 


Par consequent, || A”dd'^(^||f/ = 0(c2) avec C 4 := cMd^ ^+a < 1. D’apres le theoreme 
3.9.5 (applique a I’application /”°), la mesure He est PLB. 

□ 


Pour estimer la vitesse de melange, nous avons la proposition suivante; 


Proposition 3.9.8 Supposons qu’il existe une constante 0 < C 5 < 1 telle que 
||A"'a;|| = 0 ( 05 ) (c’est le cas si d^-i < c^dt). Alors la vitesse de melange de h 
est exponentielle d’ordre c” ou c = min(ci,C 5 ) si ci 7 ^ C 5 et ci < c < 1 si ci = C 5 . 
Plus precisement, il existe une constante A > 0 telle que pour toute p de classe 
et toute V' bornee, on ait 


|/nl := 


V’(/”)v?d^ - / V’d/x 


pdp 


< AIIV'llc 


C 2 C 
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Preuve — Observons que la valeur de \In\ ne change pas si I’on remplace V’ par 
—'ll: on par 'll; + M. On pent done supposer que V’ > 0- La fonction ip s’ecrit 
comme difference de fonctions p.s.h. On pent supposer que ip est p.s.h. On a 
dd‘^(/j < ^ 511 (^ 11 (^ 20 ;. On en deduit que ||dd'^A"'(^||[/ < A 6 ||(^||c 2 C 5 . On utilise les 
calculs deja faits en 3.9.5 en remplagant C 4 par C 5 . On a = lims„. II est facile 
de voir que \c^p — s„| < A 7 ||(/;||c 2 C 5 . Par consequent, ||A"’(y 9 — c^pWip^jj-^ < A 8 ||(^||c 2 c”. 
L’inegalite de sous-moyenne implique que K^p — c^p < Ag||(/;||c 2 c"' sur 1C. Utilisant 
I’invariance de p on obtient 

/„ = y {A^p - CpI'tjjdp < A9c’^||(/;||c2||'!/’||oo- 
Remplagant 'll; par ||V^||oo ~ V’ 011 obtient une inegalite analogue pour —In- 

□ 


Observons que si V n’est pas de Stein, dans le theoreme 3.9.5, on a encore 1. 

2. et 1. 5; la derniere proposition reste aussi valable et si la condition 

||A’^a;|| = 0 ( 05 ) est remplacee par la condition 2 . du theoreme 3.9.5. Les theoremes 
3.9.5, 3.4.4, 3.5.1, 3.6.1 impliquent le corollaire suivant on on ne suppose pas que V 
est de Stein. 

Corollaire 3.9.9 Soit f : U —> V wne application d’allure pol'ynomiale. Supposons 
que sa mesure d’equilibre p est PLB. Alors dk-i < dt, 5 < 1. De plus 

1. L’ensemble exceptionnel E est un sous-ensemble anal'ytique de V totalement 
invariant par f. 

2. Les points periodiques repulsifs sont denses dans supp(/r). 

3. Les exposants de L'yapounov de p sont strictement positifs. 

4 . La mesure p est melangeante a vitesse exponentielle. 

5. Si V est contenue dans une variete de Stein, p est d’entropie maximale \og dt- 


3.10 Exemples et remarques 

Soit / un endomorphisme polynomial de C^. II existe A > 0 et / > 0 tels que 
|/(•^)| > A\z\^ pour z suffisamment grand. La meilleur constante I existe et appelee 
I’exposant de Lojasiewicz de / |^|. On suppose que / > 1 ou / = 1 et A > 1. Si E 
est une boule assez grande, on a U := CC E et la restriction de / sur U est 

une application d’allure polynomiale. 
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Proposition 3.10.1 Pour toute fonctionip, fi-integrable, on a ||dd'^A’^(/ 9 ||[/ = o(l/n) 
si X > 1 et I = 1. Si I > 1, on a ||dd'^A"'(/ 9 ||[/ = 0(/“"'). En particulier, dans le 
deuxieme cas, la vitesse de melange est d’ordre l~'^. 


Preuve — On considere le cas ou A > 1 et / = 1. Le deuxieme cas se traite de la 
meme maniere. Pour simplifier les notations, on pent supposer que V est la boule 
unite et que (p est une fonction p.s.h. sur V verifiant supy (/9 = 1, f (pdfi = 0. On 
pent supposer egalement que \f{z)\ > A| 2 :| pour \z\ > 1. D’apres la proposition 
3.2.5, la suite de functions tend vers 0 dans L^q^(C^). Puisque \f{z)\ > A| 2 ;| 
pour l^l > 1 , on a c P ou designe la boule de rayon A” centree en 0 . 

Par suite. A ”99 < 1 sur Bx^- 

Montrons d’abord que la suite 


k-l 


Sn ■= n / dd'^A"'(^ A to 

Jv 

est bornee. Comme A^ip tend vers 0 dans L^ioc(C^), on pent supposer qu’il existe 
un ro > 1 tel que 


lim 


'| 2 |=ro 


A^ipdaro = 0 


oil arQ est la mesure de Lebesgue normalisee de masse 1 sur la sphere {|z| = ro}. 
D’apres la formule de Posson-Jensen, on a pour tout xq < r < X^ 


(log r — log ro) / dd'^A"'(^ A cu 


k-l 


I Br 


< 

J\z\=r 
< 1 - 


K^ifdar — 


\z\=ro 


k^g^da, 


ro 


\z:\=ro 


hPipdarQ- 


Appliquons cette inegalite a r = A"", on obtient 


lim sup n 


dd^k^g^Xu^-^ < 1 . 


'B. 


’’0 


Par consequent, il existe A > 0 telle que ||dd'’’A"'(/ 9 ||[/ < An Par homothetie, pour 
A > 0 convenable, ||dd'’’A"'(^||f/ < A'||(^||l 2 ( 52 )^~^ pour toute g:> verifiant f g^d/u = 0 . 
On obtient en particulier, Udd^A^i^Hf/ < 2A'||Ceci implique que 
||dd'’A"'(^||f/ = o(l/n) car tend vers 0 . 

Observons que si / > 1 , on pent supposer que E est sufhsamment petit par 
rapport a P de sorte que la constante ci soit strictement inferieure a 1. On pent 
appliquer la proposition 3.9.8 pour obtenir la vitesse de melange. 

□ 
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Remarque 3.10.2 Pour tout endomorphisme holomorphe / de degre algebrique 
d > 1 de P^, la vitesse de melange est d’ordre d~^. En effet, il suffit d’appliquer la 
proposition 3.10.1 a un releve polynomial de / dans AntCTieurement, Fornaess- 

Sibony ont montre que la vitesse est d’ordre (d — e)"” |^|. 


Exemple 3.10.3 Considerons I’endomorphisme / : defini par f{zi, Z 2 ) '■= 

(A^i + P{z2),Q{z2)) ou P, Q sont des polynomes avec dt := degQ > 2 et A e C, 
|A| > 1. Cette application est de degre topologique dt- On montre facilement que 
pour tout 1 < A' < |A| on a I/(z)I > A'| 2 ;| lorsque 2 : est suffisament grand. 

La dynamique de I’application / est facile a etudier. Notons ICq, Jq et fiQ 
I’ensemble de Julia rempli, I’ensemble de Julia et la mesure d’equilibre du polynome 
Q {Jq est done le bord de JCq). On a 

r{z) = (A"(zi + X-^P{Z 2 ) + • • • + X-^P o Q^-\z 2 )), Q^{z 2 )) . 

II est clair que la suite f'^iz) est bornee si et seulement si Z2 G ICq et zi = h{z2) := 
— ^^lA^-'Po QI~^{z2)- Par consequent, I’ensemble de Julia rempli /C de / est 
le graphe de la fonction continue h au dessus de ICq. Observons qu’elle satisfait 
I’equation fonctionnelle h o Q = Xh + P. Pour tout s > 0 fixe, lorsque A est 
suffisamment grand, la fonction h est de classe sur KLq. On verifie sans peine que 
supp(/u) est le graphe de h au dessus de BICq et fj, = 7r*/XQ ou tt est la projection de 
supp(/r) dans Jq. II est clair aussi que les deux exposants de Lyapounov sont log |A| 
et celui de Q. 

II y a d” points p&iodiques de periode n, leurs multiplicateurs sont A"’ et 
{Q^y{z 2 ). II est facile de montrer que les mesures Vn definies par des masses de 
Dirac equidistribuees aux points periodiques repulsifs d’ordre n convergent vers fi. 
Si Q{z 2 ) = 2 ^ 2 * et P(0) = 0, le point selle (0,0) est un point periodique isole dans 
I’ensemble fC des points d’orbite borne. Le graphe de h apparait comme sa variete 
stable. 

Si < 5 ( 2 : 2 ) = Z 2 * et si P est non constant, la fonction h admet le disque unite 
ferme pour domaine d’existence. Dans ce cas, I’ensemble exceptionnel £ est egal a 
{z 2 = 0}. Dans le cas ou Q n’est pas conjugue a 2 : 2 % I’ensemble exceptionnel de Q 
est vide. Celui de / est done aussi vide. 

Si Q est un polynome de Tchebychev, supp(/u) et Jq sont des courbes reelles. Si 
Jq est un Cantor, supp(/u) Test aussi. 

Si P = 0, la mesure ^ est portee par I’ensemble analytique {zi = 0}. On pent 
verifier que pour tout courant positif ferme dd'’^? de bidegre ( 1 , 1 ) de C^, la serie 
^ A"’dd‘’(/? converge. En considCTant ip = v^(|. 2 |) avec (/^’(O) = 0, on verifie qu’il 
n’existe pas d’estimation sur ||A"'dd'’’(/ 9 || qui est uniforme en ip et qui implique la 
convergence de ^ A"'dd'’v 9 . 
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Theoreme 3.10.4 Soit f : une application polynomiale propre de degre 

algebrique d > 1 et de degre topologique dt > d^~^. Supposons qu’il existe un ouvert 
de Stein V C tel que U := f~^{V) CC V. Alors il existe une constante ^ > 0 
telle que ||A"'T||v < Aa"'||T||y pour tout courant positif, ferme T de bidegre (1,1) 
dans V ou a := d'j~^d^~^. En particulier, la mesure p. est PLB. 

Preuve — Par definition, il existe une constante A' > 0 telle que log(l + \f"'{z)\) < 
A'dP sur V. D’apres I’inegalite de Chern-Levine-Nirenberg |]l^], on a pour une 
constante A > 0 

||A’^r||y < d^^ f T <dt^ [ T 

Ju-„ Ju 

= d;^ [ rA(dd‘=log(l + |r(z)|))'^-i < Aa”||T||y. 


Remarque 3.10.5 D’apres le corollaire 3.9.7, en pertubant I’application / ci-dessus, 
on pent construire des families d’applications d’allure polynomiale dont la mesure 
d’equilibre est PLB. 

Exemple 3.10.6 Considerons I’endomorphisme f{z,w) = {z'^,w'^) de et sa re¬ 
striction sur I’ouvert U := {1/2 < \z\, |t(;| < 2}. On verifie que son degre dynamique 
(local) introduit dans la definition 3.1.3, est 1. Il est strictement plus petit que le 
degre dynamique global d. Dans cet exemple, le theoreme 3.6.1 donne la meilleure 
estimation possible pour les exposants de Lyapounov. 
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